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Analisis (continuidad, derivadas, integrales

y funciones)

1
El Sea f la funcion definida, para x # 0, por f(x) = xe*.

Determina las asintotas de la grafica de f.
1

La funcidn f(x) = xe* no esta definida para x = 0,ya que
en ese punto el denominador del exponente se anulay,
en consecuencia, este Ultimo se hace infinito. Es eviden-
te, por lo tanto, que Dom f(x) = R —{0} y, como la fun-
cién es continua en su dominio de definicion, su gréfica
s6lo podria tener una asintota vertical en x = 0. Calcule-
mos los limites laterales de f(x) en dicho punto:

,
lim f(x) = lim (xex) =
x—=0* x—=0*

=[0-e"" = Indeterminacion 0 - «] =
1
ex oo |LH
= lim | — | = | Indeterminaciéon —| =
x—0" 1 oo
X

=lim| 7\ | =i e
x—0" l x—0" 1
(X ) x°

1

lim f(x) = lim (xex> =0-e”"=0-0=0
x—07 x—07
Asi pues, en x = 0 existe una discontinuidad de salto
infinito:

lim f(x) +oo, lim f(x) =0

x—0" x—0"
y, en consecuencia, la recta x = 0 es, en efecto, una asin-
tota vertical de la grafica de f(x), aunque solo por la
derecha.

La gréfica de la funcién no posee ninguna asintota hori-
zontal, pues los limites de f(x) en el infinito resultan ser
infinitos:

1

1
lim x)=|im<xex)= toore T = toore¥ = +oor ] = +oo
X—+oo

X—>+oo

1 1
lim fix) = Iim(xex>= —oorg | = —c0-@l= —c0r] = —c0
X——o0 X——oo

Veamos ahora si, por el contrario, existe alguna asintota
oblicua:

:
= 1 1
. X . ™ —
m= lim | X¢_ | = |im (ex>=ei°°=e°=1
X—>+oo x—>Foo
X
1
n = lim (fix) —mx) = lim \xex — x) =

X—>*oo X—>*oo
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1
= lim [x(e7 - 1>] = [Indeterminacién oo - 0] =

X—Foo

X—Foo

Por tanto, la recta y = x + 1 es una asintota oblicua de la
grafica de la funcion. Con la informacién obtenida en
este analisis podemos esbozar la gréafica de la funcion.

y A /
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X=0 /' hO

4 fix) =|xe'l™ Yy =x+1
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A Calcula:

J_1 dx
L0 =xx=1)
En primer lugar, calcularemos la integral indefinida por
descomposicion del integrando en fracciones simples:
1 B 1 o

=xx—-1  xtx—1Kx-—1)
A B C
—+ + 5
x x-—1 x—=1
Alx — 12 + Bx(x — 1) + Cx

x(x — 1)

SAx— 1P +Bxx—1)+Cx=1¥xER

x(x — 1)
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Si evaluamos esta Ultima expresionenx =0y x = 1,
obtenemos el valor de los coeficientes A y C, respectiva-
mente:
x=0=>A=1
x=1=C=1
Con esta informacién, evaluamos de nuevo la expresion
para cualquier otro valor de x, por ejemplo para x = 2,
con el fin de obtener el valor del coeficiente que nos falta:
XxX=2=>A+2B+2C=1=
=1+2B+2=1=B=—1

En consecuencia, el integrando puede ser descompues-
to como:

1 1 1 1
x—=1

o —xx—-1 x x-1

y, por lo tanto, la integral indefinida, F(x), queda asi:

1
F(x) = J—(XZ—X)(X— 1)dx—
1 1 1
_J'(;_ x—1 * (x — 1)2>dx—

:f%dx—JX11dx+f(x—1)_2dx=

=lnx —Inx—1-x—-1)"+K=
1
x—=1)

Como la funcién del integrando es continua en el inter-
valo de integracién, hallamos la integral definida
mediante la regla de Barrow:

=Injx| — Inx — 1| — + K

1 1
f—zmdx =F(—1)— F(—=2) =

1 1
=|lnT—-—M2+—=|—(In2=-In3+—=|=
2 3

1
=—+In3—-2In2
6

2x

El Seaf:R — R la funcién dada por f(x) = e~

a) Justifica que la recta de ecuacion y = —2ex es la rec-
ta tangente a la gréfica de f en el punto de abcisa
x=-1/2.

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica
de f, el eje de ordenadas y la recta tangente del
apartado anterior.

a) La funcién f(x) = e > es derivable en todo R, por lo

cual podemos asegurar que existe una recta tangen-
te,y = mx + n, en cualquiera de sus puntos. La deri-

vada de esta funcion es f(x) = —2e *. En concreto,
para x = —1/2,1a pendiente, m, de la recta tangente,
m, es:
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b)

2
L 1
Como el valor de la funcién f(x) en x = —5 es:
1 DY
f<x= —5) = —2e 2< 2> = —2e'=—2e
la recta tangente, y = —2ex + n, ha de pasar, ade-

1
mas, por el punto de tangencia <— E e), de lo cual

obtenemos la ordenada en el origen, n:
1
e= —2e- 5 +nen=0

En consecuencia, la recta tangente a la funcién en

1
X=— E es, en efecto,y = —2ex.
\ 2\
3
\\
A
\\
1
X ~_ | f=se™
=1 L o L
2 1 2
-2 glx) = —2ex

Para saber cual es el recinto cuya area debemos hallar,
esbocemos las graficas de las funciones flx) = e >y

glx) = —2ex.

La primera es una funcién exponencial decreciente
1

que pasa el punto (0, 1) y por el (— bY e). La segun-

da es una recta de pendiente negativa que pasa, asi-

1
mismo, por el punto (— b e) y por el origen de coor-

denadas. Como f(x) es mayor que g(x) en el intervalo
de integracion (de hecho, lo es en todo R), el drea del
recinto solicitada se calcula mediante la siguiente
integral definida:

0 0
A= f [f(x) — g()1dx = f [e 2(—2ex)]dx =
—-1/2 —1/2

0 1 0
= f [e 2+ 2ex]dx = [—Ee"zx + exz} =

=172
1 e e —2+2e—e e—2,
=|—-——+0|—|—7Z+—|= = u
2 2 4 4 4
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

1 Considera la funcién f: R — R definida por:

a)
b)

a)

b)

ax* + 3x six<2

f(x)={ X —bx—4 six>2

Halla a y b sabiendo que f es derivable en R.

Determina la recta tangente y la recta normal a la
grafica de fen el punto de abcisa x = 3.

Nos encontramos ante una funcion f(x) definida a
trozos, cada uno de los cuales, por ser polindmico, es
continuo y derivable en su respectivo dominio de
definicion. Por lo tanto, si f(x) es derivable en R, ha de
serlo en el Unico lugar conflictivo: el punto de empal-
me de ambos trozos. Ello exige, por un lado, que los
limites laterales de la funcion en x = 2 coincidan y,
por otro, que las derivadas laterales de la funcion en
x = 2 sean iguales.

De la primera condicién se deduce:

f27) =f2")
lim f(x) = lim f(x)
X—2" Xx—2"
Iir? (ax* + 3x) = Iir?_ x> — bx — 4)
4a+ 6= —2b

De la segunda:
f27) =f2")

lim f'(x) = lim f(x)

X—2" X—27
Iir’g (2ax + 3) = Iir'? 2x — b)
da+3=4—-b

Considerando ambas a la vez, tenemos el siguiente
sistema de ecuaciones:

4a+6=—2b 2a+b=-3
4a+3=4-0> 4a+b=1

cuya solucién esa = 2y b = —7.En consecuencia, la
funcién es la siguiente:

Six=2

six>?2

2
fx) = 2;( + 3x
X +7x—4

La funcién f(x) es derivable en todo R, por lo cual
podemos asegurar que existe una recta tangente,
y = mx + n, en cualquiera de sus puntos.La derivada
de esta funcion es:

s [4x+ 3
f(x)_{2x+7

Six=2
six>2

Para x = 3, la pendiente, m, de la recta tangente sera:
m=fx=3)=13
Como el valor de la funcién f(x) en x = 3 es:
filx=13) =26
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la recta tangente, y = 13x + n, ha de pasar, ademas,
por el punto de tangencia (3, 26), de lo cual obtene-
mos la ordenada en el origen, n:

26=13:-3+nen=-13

En consecuencia, la recta tangente a la funcion f(x)
en el punto de abscisa x = 3 resulta ser:

y=13x—13
Dado que f(3) = 13 # 0, la recta normal:
y=mx-+n’
1 1
F3) 13

tendrd una pendiente:m’ = —

y como esta recta ha de pasar, asimismo, por el pun-
to de tangencia (3, 26), su ordenada en el origen, n;
sera:

1 341
26=——"—:3+nen=——
13 13

Asi pues, la recta normal a la funcion f(x) en el punto
de abscisa x = 3 es:

1 341
+

Y=y

E Dada la funcion g: R — R, definida por:

glx) =2x+ x> — 1|

a) Esboza la grafica de g.
2

b) Calculaf g(x) dx
0

a) La funcién g(x) es sumay composicion de funciones

continuas en R, luego g(x) también serd continua en
R. El valor absoluto exige que cambiemos el signo
del binomio x> — 1 cuando este sea negativo, es
decir, si —1 < x < 1.Por consiguiente, en la expresion
de dicha funcién se esconde, en realidad, una fun-
cion definida a trozos, que podemos expresar de
estas dos maneras:

X+ 0 —1) six=-1
g) ={2x—(*—1) si—1<x<1
X+ 0 —1) six=-—1
o bien:
X +2x—1  six=-—1
gx) = —xX>+2x+1 si—-1<x<1
X+ 2x—1  six=-—1

El primer y el tercer trozo son las ramas de una mis-
ma parabola abierta hacia arriba, mientras que el
segundo trozo es un arco de una parabola abierta
hacia abajo. Esbozaremos su grafica mediante una
tabla de valores, cuidando de emplear el trozo ade-
cuado en cada caso:
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

X -3 -2 —1 0 1 2 3
fix) 2 —1 -2 1 2 7 14
\ re [
\ 5 [
\ /
\ * [f00/= 2x + X = 1
\ 3 /
\ /
\ 1.
\
/1. .
4 13 N\2 [ 1ol 4 | X
/1

w

b) Como la funcidén g(x) esta definida a trozos, hemos
de evaluar la integral dividiéndola en dos intervalos:

fozg(x)dx = f;g(x)dx + fg(x)dx =

1 2
=f(—x2+2x+1)dx+j(x2+2x—1)dx=
0 1
X3 1 X3 2
=[——+x2+x} +[—+x2—x] =
3 0 3 1
(5+1+1) o]
=|{-—=+1+1)-0|+
3
8 1
+[(—+4—2>—<—+1—1)]=6
3 3

[A Seanf: R - Ry g: R — R las funciones definidas por:
fx)=x*—11y gx)=2x+2
a) Esboza las gréficas de fy g.

b) Calcula el area del recinto limitado por dichas
graficas.

a) La funcidn f(x) es una parabola abierta hacia arriba y
simétrica con respecto al eje OY, pues tiene simetria

par: fix) = f(—x). Sus puntos de corte con los ejes son
los siguientes:

EeOX:f)=0=xX —1=0=x=*+1&(—1,0),(+1,0)
EeOV:x=0=f)=0—-1oy=-1<(0,—-1)

El vértice y minimo absoluto de esta pardbola coin-
cide con su punto de corte con el eje OY, pues
fx) =02x=0=x=0,fx=0=2>0< (0,—1).

Por otro lado, la funcién g(x) es una recta de pen-
diente positiva cuyos puntos de corte con los ejes
son los siguientes:
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EjeOX:gx) =0 2x+2=0x=-1<(-1,0)
EeOY:x=0&9gx) =2:-0+2<9gkx) =2<(0,2)

A
s Y
; /
° /
x,"
5 o
Z /

*
\ §
e
2

A fix)=x*+ 1
1

1 (0] X
L

b) Ambas funciones se cortan entre si en los puntos:
fx) =g eoxX’—-1=2+2ex"-2x-3=0&
X, = -1 (—1,0)
d {xz =339

Como entre estos dos puntos la grafica de la funcidn
g(x) estd por encima de la grafica de la funcion f(x),
g(x) es mayor que f(x) en el intervalo de integracién

que va desde x; = —1 hasta x, = 3.Por consiguiente,
el drea del recinto delimitado por sus graficas se
calcula asi:

X 3
A= [Tgt — fildx = [ 2x+2 - 6~ Dl =
Xq -1

3 X3 3
ZJ [—x*+ 2x + 3]dx = —?+x2+3x =
—1

-1

= (—9+9+9)—(—<_—1)+1—3>:£u2
3 3

Seaf:R—> R

x[1+x
x —log 1—x

a) Calcular el dominio f(x).

b) Estudiar si f(x) es una funcion par.
¢) Calcular las asintotas de f(x).

a) Para obtener el dominio de definicion de la funciéon
f(x), debemos, en primer lugar, reescribir la expresién
que la define empleando las propiedades de los
logaritmos:
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

x[1+x 1+x\L
fix) = | = X =
) =log 1—x og<1—x)
_l’_
=—log <1—X) =l[log (1+x) —log (1 —x)]
T—x X

Asi pues, para que la funcién f(x) esté bien definida
han de cumplirse las siguientes condiciones:

X#*0 X*+0
1+x>0=¢x>—1
1—x>0 x<+1

Por lo tanto, tenemos que:
Dom fix)=(—1,+1)—{0}=(—1,0) U (0, +1).

b) La funcién f(x) es par o simétrica con respecto al eje
OY si se verifica que f(—x) = f(x). Comprobémoslo:

fl—x) = _LX[Iog (1T—=x)—log (1 +x]=
=%[—Iog (1—x)+log (1 +x1=

=%[Iog (1 +x) —log (1 —x)] = f(x)

Luego, en efecto, la funcién tiene simetria par.

¢) Como el dominio de la funcion f(x) es un intervalo fini-
to, esta carece de limites en el infinito y, por lo tanto,
no existiran asintotas horizontales ni oblicuas. Las
posibles asintotas verticales podrian situarse en los
puntos x = —1 (solo por la derecha), x = +1 (solo por
la izquierda) y x = 0.Veamos si la gréfica de la funcion
f(x) tiene asintotas verticales en dichos puntos:

x—1+

lim fix) = Iin11+ {% [log (1 +x) —log (1 —x)]} =

1
=_—1[Iogo+—logZ]=—[—oo—l092]=+oo
Iirn fix) = Iirn {% [log (1 +x) —log (1 —x)]} =
= %[Iog 2—1log0]=[log 2 — (—e)] = 4

lim f(x) =i l[I 1—log1];=

i) =l llog 1 ~log 11} =

L'H

Z[Indeterminacic’)ns} =

(R S I
1+x In10 1—x In10 |=

1

1 1 1 1 2
=lim . + . =
=>0\1T+x In10 1—x In10 In10

=lim
x—0

Por tanto, solo las rectas x = =1 son asintotas verti-
cales de la grafica de la funcién.
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El a) Dada F(x) :J t sen(t)dt, estudiar si x =1 es una
raiz de F'(x). v°

b) Calcular el valor de « € R para el cual:
P41\
n*+n-2

lim

n—+oo

a) Segun el teorema fundamental del calculo integral,

si f(t) es una funcién continua en el intervalo [g, b], y
F(x) es la funcidon definida en dicho intervalo como:

entonces F(x) es derivable en el intervalo (g, b) y su
derivada es F'(x) = f(x) para todo x € (a, b). Asi pues,
en nuestro caso resulta que F(x) = x-sen x. Como
F(m) = m-sen =0, concluimos que x =1 es, en
efecto, una raiz de F'(x).

b) Por simple inspeccién, vemos que si , no existe
ninguna indeterminacion y el limite valdria:

. n’=2n+1\-"~ |
lim (5|71 =1°=1
x>+ \ N+ N—2

y asi, se cumpliria la condicién que se nos pide. Si
a # 0, nos encontramos ante una indeterminacion
de tipo 17 que resolvemos del modo siguiente:

" —=2n4+1 an’ +1
lim |—————=| """ =[Indeterminacion 17] =
x>t \ N°+n—2
im [( n2272n+1 _1>om:+1}
=" n"+n-2 =1 | =
im [(M=2n+1=n—n+2\ an’+1
=~ n+n—2 ”=1 | =
lim 3n+3 \an’+1
=e~ [\ M+n-2) -1 | =

im 3an’+3an’+3n+3
_ Xste pd 3 o2 _ 3a
=e n" +n 3n"—n+2 =e

Por lo tanto, para que el limite sea igual a la unidad,
el exponente ha de ser nulo y, por lo tanto, el valor
de « ha de ser 0. Concluimos, entonces, que el Unico
valor de « para el cual el limite resulta ser 1 es a = 0.

El Sean las funciones:
f:R->R

XX

hR—-R

X — sen (x)

gR—->R
X — x|

a) Estudiar los intervalos de crecimiento y decreci-
miento y los puntos de inflexién de f(x).

b) Calcular la derivada de (fo g) (x).

¢) Obtener el area del recinto limitado por fy g entre
x=0yx=1.
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

a) La funcion f(x) es continua y derivable en todo R.Sus
tres primeras derivadas son:

fx) = 3x%, f"(x) = 6x,f"(x) = 6

La primera derivada solo se anula en x=0, pero
como en este punto también se anula la segunda
derivada, no se corresponde con ninguln extremo. Asi
pues, f(x) carece de maximos y minimos. De hecho,
dado que f(x) =0V x € R, la funcion f(x) es creciente
en todo su dominio.

En x = 0 se anula la segunda derivada; no asi la terce-
ra derivada. Por consiguiente, la funcién f(x) tiene un
punto de inflexion en (0, 0).

b) La funcion compuesta que tenemos que derivar es:

(fo h)(x) = Th(x)] = fisen x] = (sen x)* = sen> x
y su derivada se halla mediante la regla de la cadena:
(fo h)'(x) = fTh(x)] - h"(x) = 3 sen® x - cOs X

¢) Lafuncién (A(x) = x> es una funcién polinémica cubi-
ca muy sencilla, como ya hemos visto: es siempre
creciente y posee un punto de inflexion en (0, 0). La
funcién g(x) = |x| es, en realidad, una funcién defini-
da a trozos:

gl = —-Xx six<O0
X six=0

Si esbozamos las gréficas de ambas funciones, deli-
mitaremos el recinto cuya area, A, hemos de calcular.

YA /

1
T

N

N

S
h

‘
=
=
Il
"

.
ol
ol

Dado que entre x=0y x = 1 la grafica de la funcién
g(x) queda por encima de la gréfica de la funcion f(x),
la funcién g(x) es mayor que la funcién f(x) en dicho
intervalo. Por lo tanto, el area solicitada se calculara
mediante la integral:

1 1
A=J[g(x)—f(x)]dx=f(x—x3)dx
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Como el integrando es continuo en el intervalo de
integracion, segun la regla de Barrow el drea es:

1 47
A:f(x—f)dx:{ﬁ—x—] :(l_l>_ozlu2
0 2 4 \2 4 4

il Encontrar el valor de k para el cual la funcion:

6—x/2 x<2

flx) ={x2+kx X=2

Es continua. Estudiar si su derivada es una funcién
continua.

Nos encontramos ante una funcion f(x) definida a trozos,
cada uno de los cuales, por ser polinémico, es continuo
en su respectivo dominio de definicion. Por lo tanto, si
fix) ha de ser continua en R, hemos de forzarla a que lo
sea en el Unico lugar conflictivo: el punto de empalme
de ambos trozos. Ello exige que los limites laterales de la
funcién en x = 2 coincidan:

f27) =f2")
Iiryf fix) = Iirg f(x)
. X .
|Ir’£17 (6 — 3) = Im;+ O + kx)
5=4+2k

Asi pues, para que la funcién f(x) sea continua se ha de

cumplir que k= l Con este valor de k, la funcidon queda
asi: 2

1 .

6 — EX Six<2

fix) = 1

X+ Pu Six=2

Como cada trozo de esta funcién es derivable, su deri-
vada sera:
1 .
——X six<2
, 2
fi(x) = 1
2X+— six>2
2

Esta derivada no es una funcién continua, pues los
limites laterales en x = 2 no coinciden:

x—2" x—2"

(Y — |3 ) I l:l 7 +:
f(2)—||mf(x)—I|m2 29&f(2)

1 9
=lim f(x) = lim (2x+—> =—
+ + 2 2

X—=2 X—2
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

(2x—1)
Seaf(x)=——5——
il Sea fx) 4 + 1
a) Calcular el mdximo y el minimo absolutos de f(x).
b) Estudiar si f(x) es una funcion simétrica respecto al
eje OY.
1
c) Calcularf f(x)dx.
0
a) La funcion f(x) es racional polinémica cuyo denomi-

nador no se anula en ningun valor real de la variable
independiente x. Asi pues, el dominio de f(x) es toda
la recta real. Ademas, es una funcion continua (pues
carece de asintotas verticales) y derivable en todo su
dominio. La primera derivada nos informara acerca
de los posibles extremos que tenga la funcién:

) 22x—1)-2- (@ + 1) — (2x—1)*- 8x
fx) = =

@ +1)
L ARx— 1)+ 1) — [Bx(4X —4Ax +1)]
B @+ 1) B
32— 16X +8x—4—32C +32¢ —8x _
- (4x* +1)? -
16X -4 44X —1)
C@EH1)? @+ 1)
1
1 S
f)=0=24"—-1=0=xX=—=
4 X, = +5

Por sencillez, no realizaremos la segunda derivada.
En su lugar, tomaremos un valor de x comprendido

1 1
entre x, = - Y X, = +5, por ejemplo,x = 0,y evalua-
remos la primera derivada en este punto:
flx=0=-1<0

Esto significa que f(x) decrece en el intervalo

T 1 - s
(—5, +3 ,luego la funcidn alcanza un maximo rela-

tivo en x, = DY cuyo valor es f(x1 = —5> =2,yun

. . 1
minimo relativo en x, = +E’ cuyo valor es:

1
f<X2=E>:O

Por otro lado, la gréfica de f(x) posee una asintota
horizontal de ecuacién y = 1, pues:
(2x—1)?

lim f(x) =lim =lim
X—>Foo ) xoteo AXE + 1 X—>oo

4¢ —4x+1
4 +1
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b)

)

i a)

b)

a)

En consecuencia, f(x) ha de crecer en la semirrecta
1
—oo, ——2—> donde alcanza, desde y = 1, el valor
1 . 1
flx,= —5 =2,y en la semirrecta +5, +oo |,donde
1
tiende al valor y = 1 desde f(x2 = +E) = 0. Por tanto,
1 (.
podemos afirmar que el punto —5,2 es un maximo

1
absoluto y que el punto (+E,O) es un minimo absoluto.

La funcién f(x) serd simétrica con respecto al eje
OY, esto es, tendra simetria par, si se cumple que
f(—x) = f(x).En este caso:

_ 2(—x)+ 11 _ (—2x— 1) _

ft=x) A—x)2+1 4+ 1
C(=1Ax A1) 2+ 1)
A2+ AP+ # )

por lo tanto, la funcién no es simétrica respecto del
eje OY, es decir, no tiene simetria par.

Como la funcidn f(x) es continua en el intervalo de
integracion, podemos aplicar la regla de Barrow para
hallar el valor de la integral definida que se nos pide:

1 "4 — 4x+ 1
fof(x)dx—foﬁ
T+ A e
~ ) Ve T e )T
1 _I 7
—JO (1—m>dx—[x—zln4xz+1}o—

4x
1 1 1
=[1—=In5|—|0—=In1|=1——=1In5
2 2 2
2

tdt

Razonar si para F(x) = : "
lim F(x) = lim F’(x).
x—0 x—0

dx =

se satisface que

Caleular lim (Vax® +1—Vax’ —3x+2)

X—+oo
Calculemos, en primer lugar, el valor de la funcién F(x):
X2 2
j car |Lel” Lo Le
0 3 o 3 3 1

F X) = = = = = —X2
) x* X' x* x* 3

2
La derivada de esta funcion sera: F'(x) = EX

Hallemos, por ultimo, los limites a comparar:
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

lim F(x) = lim (%f) =0

x—0 x—0

= lim F(x) = lim F(x)
. . 2 x—0 x—0
Img F'(x) = |II’T3 (— x) =0

Luego, en efecto, Iing F(x) = lim F'(x).

x—0

b) Resolveremos, paso a paso, las indeterminaciones
que aparezcan hasta dar con el limite pedido:

im (Vax+1-Vad—3c+2) =
= [Indeterminacion co — oo]

i (Va8+1-Var —3x+2)(Vad +1+Vad - 3x+2)
o Vad +1-Vad —3x+2

(Varr 1) - (Va2 _

=lim
T A+ 1— VA -3 +2
i WH1-+3x—2
TN+ 1= VAl —3x+2
. 3x—1
= lim =

DA a1 — VA —3x+2

= {Indeterminacién —} =

1
A X
=lim =
X—>+oo 4)(2 ! 4)(2 3}( )
7+7+ 74‘{4-?
1
3__
X
=lim =
JY PP O
X X X
__ 3 3

CVa+Va 4

2x
Seaf(x) =——
i Sea fix) x+1

a) Estudiar su dominio, los intervalos de crecimiento
y decrecimiento y sus asintotas.

b) Calcular IirP DAF(x + 1) — f(x))]

a) La funcién f(x) viene definida por una expresion
racional polinémica cuyo denominador se anula en
x = —1; no asi el numerador. Por lo tanto, tenemos
que Dom f(x) = R —{—1}y,como la funcién es conti-
nua en su dominio de definicion, su grafica solo
podrd tener una asintota vertical en x = —1.

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Calculemos los limites laterales de f(x) en dicho punto:

2x -2
lim fix) =lim =—— = 4o
x—>—1" x->—-1 X+ 1 0

2x -2
lim f(x) =lim = = —oo
x——1" ( ) x>—-1" X+ 1 0+

Asi pues, la grafica de f(x) tiene, en efecto, una asinto-
ta vertical en x = —1, punto en el cual la funcién pre-
senta una discontinuidad inevitable de salto doble-
mente infinito.

Por otro lado, como el grado del polinomio presente
en el numerador es el mismo que el grado del poli-
nomio que aparece en el denominador, tenemos que:
. . 2x
lim fix) =lim =2

X—>*oo x—te X +

por lo cual la grafica de f(x) posee una asintota hori-
zontal en y = 2. Al tener una asintota horizontal, no
puede tener ninguna asintota oblicua.

La primera derivada nos dira los posibles extremos

que tenga la funcién:

, 2x+1)—2x 2x+2—2x 2
x+1) x+1 x+1

>>0Vx

Asi pues, como la derivada no se anula en ningun
valor de la variable independiente, x, la funcién f(x)
carece de extremos. Ademads, esta primera derivada
es siempre positiva, luego podemos afirmar que la
funcién f(x) es estrictamente creciente en todo su
dominio, es decir,en (—o, —1) U (—1, +o0).

b) Ellimite pedido es:
lim DEfix+1)—fx)] =

X—>Foo

. 2(x+ 1) 2x
=lim - =
X—>+oo (X+1)+1 X+1

=c0—2= oo

. 2¢ + 2% 2x
=lim
X+2 x+1

Con la informacién que hemos obtenido hasta ahora,
podemos esbozar la grafica de esta funcion.
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

yk
2x 0
f(X: x4+ 1
20
j— AHy=2)
-4 | 23| 42 —1/ 0] 4 | X
—20
—49
AV/(x £ 1)

iZ! Una empresa ha decidido mejorar su seguridad insta-

lando 9 alarmas. Un especialista en el tema sefala
que, dada la estructura de la empresa, sélo puede
optar por alarmas de dos tipos, A o B; ademas, afirma
que la seguridad de la empresa se puede expresar
como la décima parte del producto entre el nimero
de alarmas del tipo A instaladas y el cuadrado del
numero de alarmas instaladas de tipo B. Estudiar
cuantas alarmas de cada tipo deben instalar en la
empresa para maximizar la seguridad.

Designemos por x e y el numero de alarmas del tipo A
y B, respectivamente, que la empresa va a instalar. La
seguridad, S, de la empresa viene determinada en fun-
cién del nimero de alarmas por la expresion:

1
S(x,y)=ﬁx-y2

Dado que la empresa instalard nueve alarmas, esta claro
quex+y=9,dedondey =9 — x.Comox=0ey =0,
resultaque 0=x=9y0 =y = 9.Por lo tanto, la funcién
seguridad queda como:
=Lx(9 — x)? =Lx(81 +x*—18x) =
10 10
1

=—(*—18x* + 81x)
10

Las dos primeras derivadas de esta funcién son:

Skx)

S0 = —— (3 — 36x + 81), () = —— (6x — 36)
AT X =y X

Los extremos se encontraran donde se anule la primera
derivada:
1

= 10(3x2—36x+81)=0=>

5 ()

3¢ — 36x+ 81 =0 X1 3
= X = ﬁ{xzzg

© Oxford University Press Espaia, S. A.

La segunda derivada evaluada en dichos puntos es:

18 18
S, =3)=——-<0, S, =9)=—>0
0 =3) 10 x,=9) 10
Como el méximo correspondeax; =3 ey, =9 —3 =6,
se alcanzara la maxima seguridad instalando 3 alarmas
del tipo A'y 6 alarmas del tipo B.

i Considera la funcién:

six<2
fxX)={x—1

=3 six=2

a) Determine el dominio de definicion, estudie la
continuidad y halle las asintotas.

b) Esboce la grafica de la funcidn.

¢) Halle los puntos donde la recta tangente es paralela
alarectax+4y =0.

a) Nos encontramos ante una funcién f(x) definida a
trozos. El primero de ellos es una funcién racional
polindmica cuyo denominador se anula en x=1,
mientras que el numerador es distinto de 0 en dicho
punto. Por lo tanto, en x =1 la funcién f(x) no esta
definida y sus limites laterales son:

1 1

x—1- x—1- x—1 0
fim ) = lim = —— = — 4
A I T T T

Asi pues, la funcion f(x) presentara una discontinui-
dad inevitable de salto doblemente infinito en x =1
y su gréafica tendrd una asintota vertical en este pun-
to. Ademds, como el grado del numerador es menor
que el grado del denominador, la grafica de la fun-
cidon f(x) tendra, asimismo, una asintota horizontal
por la izquierda de ecuacién y = 0, ya que:

. . 1 1 _

lim f(x) =Ilim =—=——=0

X—>—eo x——eo X — 1 —oo — 1 [}

El segundo trozo es una funcién polinédmica que sera
continua en su respectivo dominio de definicién, ya
que lo es en todo R. En consecuencia, solo habra
otro punto conflictivo, que sera el punto de union de
ambos trozos, es decir, x = 2. Los limites laterales de
la funcion f(x) en este otro punto son:

1 1
lim f(x) =lim = =—=1
X—2~ X—2~ X— 1 2 — 1

lim fix) =lim (¢=3)=22—1=1

x—2+ x—2+

Luego la funcidn f(x) es continua en x = 2.

Matematicas II
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

b)

En conclusion, la funcion f(x) es continua en todo su
dominio de definicion, es decir, en R —{1}; y su gréfi-
ca presenta una asintota vertical en x =1y una asin-
tota horizontal por la izquierda de ecuacién y = 0.

El primer trozo de la funcién f(x) consta de una rama
entera de una hipérbola y un trozo de la otra rama,
mientras que el segundo es una rama de una para-
bola abierta hacia arriba. Si tenemos en cuenta, ade-
mas, toda la informacion obtenida en el apartado
anterior, podemos esbozar la grafica la funcién f(x).
Para mayor precision, evaluaremos la funcion f(x) en
varios puntos, cuidando de emplear el trozo adecua-
do en cada caso:

X -2 -1 0 2 3 4
1 1
f(X) —g —E -1 1 6 13
YA /
0
/
1 :
c ——rsix<{2
T T
\ X -3six=2
\/
AH.[y = 0)
T o7 4 g X
\
\
IR A
=10
AVix =1

)

La funcion f(x) es derivable en R — {1, 2}, y su derivada
es:

1
—m si x<2

2Xx

fx) =
si x>2

Podemos asegurar, por tanto, que existe una
recta tangente a la funcién en cada punto de abscisa
x € R—1{1,2}.Si la recta tangente ha de ser paralela a la
recta:

1
X+4y=0y= _ZX
habra de tener pendiente negativa, luego tan solo

consideraremos el primer trozo de la funcion f(x), al ser
éste el Unico cuya gréfica estd inclinada hacia abajo.

© Oxford University Press Espaia, S. A.

fli Se considera la funcién f(x) =

a)
b)
)

a)

Igualamos, pues, la derivada de la funcion, para x < 2,

1
al valor T que es la pendiente de la recta dada:

1 1 1
flx) = —— S —172=4
x) 4(:» x— 17 4(:)(x ) =
X; =3

@x—1=i2(:>{
X, = —1

Como el primer trozo solo esta definido para x<2,la
primera solucién no es valida. Por consiguiente, en el

1
punto (—1, —5> la recta tangente a la grafica f(x) es

paralela a la recta de ecuacion x + 4y = 0.

X
X+

Halle sus asintotas, maximos y minimos.
Represente graficamente la funcion.

Halle el area delimitada por la funcién y el eje OX,
para—1=x=1.

La funcién f(x) es una funcion racional polindomica
cuyo denominador no se anula en ningun valor real
de la variable independiente x. Asi pues, el dominio
de esta funcién es toda la recta real y su grafica no
puede tener asintotas verticales. Ademads, la funcién
f(x) es continua y derivable en todo su dominio de
definicion. Como el grado del denominador es supe-
rior al grado del numerador, la gréfica de la funcién
f(x) posee una asintota horizontal de ecuacién y =0,
por lo cual no puede haber asintotas oblicuas. Los
limites en el infinito son:

A
X X
lim fix) = lim ——= lm —/—— =
X—>+oo ( ) x—>1<>oX2—|—'| X—too f N 1
XX
1
. Ot +
= lim = =0
X—>*oo 1 1+0
1+—

XZ

Las dos primeras derivadas de la funcién f(x) son,
debidamente simplificadas:

X =1

o+ 1?2

_ 2X(¢ — 3)

P = o+ 1)

f"(x)
Donde se anule la primera derivada podran encon-
trarse los extremos de la funcion:

x;=—1

fix) =0 — X, = +1

ﬁ=0@x2—1=0@{

La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

2(=1)((=1)*—3)

oo = =0 =" Sty

=2>0,

Matematicas II
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

b)

2-1(17=3)
fx, = +1)=—5—5—=—-2<0
b, ) (12+1)°
Luego x; = —1 corresponde a un minimo cuyo valor
esfix, = —1) = ——2—,yx2 = +1 corresponde a un

1
maximo cuyo valor es flx, = +1) = +E' Por otro

lado, como la gréfica de la funciéon f(x) posee una
asintota horizontal de ecuacién y = 0, estos extre-
mos han de ser absolutos.

Sabemos que la funcién f(x) alcanza su minimo abso-

1
luto en el punto (—1, _3> y su maximo absoluto en

1
el punto (+1, +5>,y que su gréfica tiene una asinto-

ta horizontal de ecuacién y = 0. Ademads, la funcién
f(x) tiene simetria impar, pues f(—x) = —f(x), y pasa
por el punto (0, 0). Con esta informaciéon podemos
esbozar su grafica.

y A

maximo|(1,1/2)

(=]

I
>

2 41

/

/

A;

D
U

minimo (+1,[—1/2)

)

Como la funcion f(x) corta al eje OX en x =0, el area
del recinto delimitado por la funcién y el eje OX, para
—1=x= +1, hemos de calcularla separdndola en
dos trozos. En el primero de ellos, desde x = —1 has-
ta x =0, la funcién es negativa, mientras que en el
segundo, desde x =0 hasta x= +1, la funcién es
positiva. Asi pues, el area total, A, del recinto, podra
calcularse como la suma de dos éareas, A, y A,, las cua-
les, por la simetria impar de la funcién, han de ser
iguales.

Por lo tanto:

A=A +A,=

fi flx)dx

+1 +1
+ f foodx =2 fx)dx
0 0

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Como la funcion f(x) es continua en el intervalo de
integracion, la regla de Barrow nos dara el valor de
esta area:

+1
A=2| fx)dx=2 = ———dx=
f X= f +1 fx-H X
=[In\x2+1}0=ln2—ln1=In2u2
Se considera la funcion f(x) = _xz)-:-1'

a)
b)

a)

Halle los maximos, minimos y puntos de inflexion.

Para x € [0, 5], esboce la gréfica de la funcién y
calcule el area comprendida entre ella y el eje x.

Tenemos una funcién racional polinédmica cuyo
denominador no se anula en ningun valor real de la
variable independiente x, por lo cual la funcién f(x)
estd definida y es continua en todo R. Las dos prime-
ras derivadas de la funcién, simplificadas, son:

X =1 2x(¢* — 3)

M= M ey

f"(x) =
Los extremos podran hallarse donde se anule la pri-
mera derivada:

X1
O+ 1)°

flx) = =0oxX¥-1=0sx==*1

La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

1

1
fx,=—1)=—=<0, fx) = (x +E> 0

2 2:—‘,—1):

luego la funcién alcanza un maximo relativo en el
punto de abscisa x; = —1, cuyo valor es f(x, = —1) =
= 5/2; y un minimo relativo en el punto de abscisa
X, = +1, cuyo valor es f(x, = +1) = 3/2. Por otro lado,
como la grafica de la funcion f(x) tiene una asintota

¥

horizontal de ecuacién y =2, ya que lim f(x) =27,
X—>Foo
podemos asegurar que estos extremos son absolutos.

Los puntos de inflexidon se encontraran donde se
anule la segunda derivada:

2x(x2 3)
£ = =0 2¢ —3) =
x) = T =0 2x( 3) =0
@x=0,i\/§
En x; =0 la funcién f(x) ha de tener un punto de

inflexion, pues antes de ese punto es abierta hacia
abajo (alcanza un maximo en x; = —1) y después es
abierta hacia arriba (alcanza un minimo en x, = +1);
el valor de la funciéon en este punto es f(x; = 0) = 2.

Enx,= —\/5 la funcidn f(x) también ha de tener un
punto de inflexién, pues antes de x, = —\/5 la fun-
cidn es abierta hacia arriba (tiende asintdticamente a
la recta y = 2 desde arriba); el valor de la funcién en
este punto es, por lo tanto, f(x4 \/5) =2+ \/_/4

Matematicas II
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Asimismo, en x; = +\/§ la funcidn f(x) ha de tener
otro punto de inflexidn, ya que después es abierta
hacia abajo (tiende asintéticamente a la rectay = 2
desde abajo); el valor de la funcién en este punto es,
por lo tanto, fix; = +\/§) =2- \/5/4.

En conclusidn, los puntos criticos de la funcion f(x)
son los siguientes:

Ve . 5
maximo absoluto en —1,5

Ve . 3
minimo absoluto en | + 1,5

V3
puntos de inflexion en (—\/g 2+ T) 0,2)

(0

b) Con la informacion obtenida en el apartado anterior
podemos esbozar la grafica de la funcién f(x), no solo
en el intervalo [0, 5], tal como pide el ejercicio, sino
en toda la recta real. Para x € [0, 5], la funcidén no cor-
ta al eje OX'y es estrictamente positiva; de hecho, f(x)
carece de puntos de corte con el eje OX'y es estricta-
mente positiva en todo R. Como, ademas, f(x) es con-
tinua en todo R, lo es, en particular, en el intervalo de
integracion [0, 5]. Asi pues, segun la regla de Barrow,
el area comprendida entre la funcién f(x) y el eje OX
para x € [0, 5] es:

5 5 X
Asz(x)dsz;(Z—m)dx:

‘I 5
=[2x——|n]x2+1} _
2 0

1 1 1 .
=(10—=In26|—{0——=In1)=10——=In26u
2 2 2

Ay
Pl max
- fx) =24 ——=
L— \ !
_\ Pl AH.{y = 2)
\ T T
\_ L—7
i [P
1
A
-3 -2 4110 4 X

© Oxford University Press Espaia, S. A.

i Calcule los limites:

VX +1-1
a) lim————
X

x—0

. 1 1
b) lim|———

x-0\ X e —1
Daremos con los limites que se piden resolviendo las
indeterminaciones que aparezcan en cada caso.

(VX +1-1 .0
a) im{————— | = Indetermlnaaona =

x—0 X

:"m[(\/m—1)( x“+1+1)]:

x—0

A 1+1)
o

(Ve +1+1)

) X , 1 1
=|lim|———— | =Ilim — | =
AV 1 +1) ] Wt 1+1) 2

_ ) = [Indeterminacién oo — oo] =

o le=1—x (e =x—1
lim T = lim |~
-0 | x(e*—1) x—0 xe' —x

Lo O -1
= | Indeterminacion —| =Ilm|———F——|=
0 x-0 \ e —xe” — 1

o |+ e~
= | Indeterminacion —| =lim|—5————|=
0 x>0 \ e + e+ xe

im— V|
o0 \ 2+ xe¥ ) a0 (2 + x)e” B

iE Para la funcion dada por:

) = {(axz + Bx+yle !

sen(x—1)

six>1
six=1

Encontrar los valores o, B y v que hacen que f(x) sea
continua, y admita primera y segunda derivada en el
puntox =1.

El primer trozo de la funcién f(x) viene determinado por
una funcién senoidal, que es continua y derivable en
todo Ry, por lo tanto, en x = 1. El segundo trozo esta
definido como el producto de un polinomio cuadratico
por una exponencial decreciente, dos funciones conti-
nuas y derivables en todo R y, por consiguiente, la fun-
cién resultante es, asimismo, continua y derivable en

Matematicas II
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

x> 1.El tnico punto conflictivo con respecto a la conti-
nuidad y derivabilidad de la funcion f(x) sera, entonces,
el punto de uniéon de ambos trozos, esto es, x = 1. La
continuidad exige que los limites laterales de la funcion
en x = 1 coincidan:

f17)="f1")

lim f(x) = lim f(x)

x—>17 x—17
Iir? [sen (x—1)] = Iirp [l + Bx +y)e ]
O=a+B+y
Que admita primera derivada en x = 1 implica lo siguiente:
fa)=fa"
Iir:l fx) = Iinﬂ f(x)

lim [cos(x—1)] =

x=1
= lim {[—ax* + 2o — B)x+ B — yle ™}
1=o—vy
Finalmente, que tenga segunda derivada en x = 1 requiere:
f”(—l *) — f”(1 +)
Iirp f(x) = Iirp f”(x)
Iinﬂ [—sen(x—1)] =
= |irp {loo® + (B — 4a)x + 20 — 2B + yle ¥}
0O=—a—B+vy

Asi pues, para que la funcidn f(x) sea continua y dos
veces derivable en x = 1, los pardmetros «, B y 'y han de
verificar el siguiente sistema de ecuaciones:

at+tB+vy=0
at+tB—-—v=0
o —v=1

De la tercera ecuacidn tenemos y =« — 1, relacién que
introducida en la segunda ecuacién implica que B =
—1.Si llevamos estos valores de B y y a la primera ecua-
cién, obtenemos que a = 1, por lo cual y = 0. En defini-
tiva, los valores «, B y 'y que hacen de f(x) una funcién
continua y dos veces derivable en el punto x = 1 son a
=1,B = —1y+vy = 0.Asi, la funcién f(x) queda de la
siguiente manera:

_[sen(x—1)
fix) = {(Xz — x)e !

il Dada la funcién f(x) = ax® + bx* + cx + d, determinar
los valores g, b, cy d para que se cumplan las siguiente
condiciones: 1°) Que la recta tangente a la gréfica de f
en el punto (0, 2) sea paralelaalarectay + 1=0,y 2°)
Que larecta x — y — 2 = 0 sea tangente a la grafica de
fen el punto de abcisax = 1.

six=1
six<1

© Oxford University Press Espaia, S. A.

En primer lugar, se observa con claridad que la funcién
fix) ha de pasar por el punto (0, 2), 0 sea:

flx) = ax’ + bx* + ex +d
fl0)=2=d=2

Esta funcién polinémica es derivable en todo R, por lo
cual podemos asegurar que existe una recta tangente
en cualquiera de sus puntos. Si la recta tangente a la
grafica de la funcion f(x) en el punto (0, 2) ha de ser
paralela a la rectay = —1, la funcién f(x) ha de tener un
punto critico (extremo o punto de inflexién) en (0, 2),
pues la pendiente en este punto ha de ser nula. Asi
pues:

f(x) = 3ax* + 2bx + ¢
f(0)=0=c=0
Por otro lado, si la recta y = x — 2 es tangente a la gréfi-
ca de f(x) en el punto de abscisa x = 1, la pendiente de

esta funcién en dicho punto ha de coincidir con la pen-
diente de esta recta. Es decir:

f()=1=3a+2b=1

Finalmente, como la funcién f(x) ha de pasar por el pun-

to de tangencia, esta ha de valer lo mismo que la recta y

=x—2enx = 1.Estoes:
fI)=-1oa+b+2=—-1<a+b=-3

De estas dos ultimas condiciones obtenemos que los
pardmetros a 'y b han de verificar:

a+3b=-3 a+b=—3@a:7
3a+2b=1 b=-10 b=-10
En conclusién, los pardmetros han de sera = 7,b = —10,

¢ =0yd = 2,con lo cual la funcién f(x) queda asi:
fix) =7x —10x° + 2

#l Calcular el valor de a para que la region plana encerra-
da entre la parabola y = x* y larecta y = a sea el doble
del area de la regién limitada por dicha parabola y la
rectay = 1.

La funcién f(x) = x> es una parabola abierta hacia arriba
simétrica con respecto al eje OY y pasa por el origen,
que es el vértice de la pardbola y minimo absoluto de la
funcién. Por otro lado, la funcién y = 1 es una linea recta
horizontal que pasa por el punto de ordenada y = 1.De
forma analoga, la funcién y = a serd una linea recta hori-
zontal que pasa por el punto de ordenada y = a. Halle-
mos los puntos de interseccién de la pardbola y ambas
funciones:

fx=1ex=1ox==*1
) =aex=asx=+\Va

Si, una vez obtenida toda la informacion, representamos
la parabola y las dos rectas. Obtendremos la region
delimitada por la pardbola y la recta y = 1, cuya area
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

llamaremos A,, y la region delimitada por la pardbola 'y
la recta y = g, cuya area llamaremos A.,.

y
P fx) =12

w

No

\ A,

A

2 | a1 0 a 2 X

Como todas estas funciones son continuas, podemos
calcular el drea mediante integrales definidas y la regla
de Barrow. Ademas, en el intervalo (—1,+1) larectay = 1
es mayor que la funcion f(x) =X pues la recta queda
por encima_de la parabola; asimismo, en el intervalo
—\/E, +Va) la recta y =a es mayor que la funcion
f(x) = X%, pues esta recta queda por encima de la parébo-
la. Por lo tanto, calcularemos las areas de estas dos
regiones por medio de las siguientes integrales:

+1
A1=f (1 —xAdx =

1

-[ova- 1@ |- o -va) - H(-var |-
=<a a—%o%)—(—a\/EJr%a\/E):
=20\/E—§a a=%a au’

Finalmente, si el area A, ha de ser el doble que el drea A,,
entonces

3
A2:2A1<:>Za\/a:2g@a3’2:2@a=22’3:\/2

3
ylarectaserdy = Va.
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FF Considérese el recinto limitado por la curvay=x"y la
rectay=3:

\ Sty /

N

—Xy 1 xy)

4110 X

De entre los rectangulos situados como el de la figura
anterior, determinar el que tiene el area maxima.

La funcién f(x) = x* es una parabola abierta hacia arriba
simétrica con respecto al eje OY'y pasa por el origen, que
es el vértice de la pardbola y minimo absoluto de la fun-
cién. Por otro lado, la funcién y = 3 es una linea recta hori-
zontal que pasa por el punto de ordenada y = 3. Calcule-
mos los puntos de interseccion de ambas funciones:

fl)=3exX=3ox=+\3

Con esta informacion, representamos las funciones y el
rectangulo circunscrito en la regién que ambas delimitan.

Ay f

EN

l AX)

N

43| tx 0 X 3B 2 X

Tomemos un punto de abscisa x positiva para marcar la
mitad de la base, b, de este rectangulo. Con esto, tene-
mos que 0 =x= \/gy b = 2x. Por otro lado, la altura, h,
del rectangulo sera igual a la diferencia entre ambas
funciones, esto es, h = 3 — x*. Por consiguiente, el area,
A(x), del rectangulo vendra determinada por la funcién:

A =b-h=2B-x)=6x—2¢ (0=x=V/3)
Las dos primeras derivadas de esta funcién son:
AX)=6—6x°, A’X) = —12x
Ahora vemos donde se anula la primera derivada:
AX)=6—6x"=0x=*1
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Como x =0, solo es valido el punto de abscisa x = +1, el
cual corresponde, efectivamente, a un maximo de la fun-
cién,ya que A”(x = +1) = —12 < 0. En conclusion, el rec-
tangulo de drea maxima circunscrito en la regién delimi-
tada por la recta y = 3 y la parabola f(x) = x* tiene como
base b = 2u,y como altura, h = 2u; o sea, es el cuadrado
de lado 2u y drea A = 4u°.

7 Dada la funcién f(x) = 1 — x*e ™ se pide:

i) Hallar las coordenadas de sus maximos y minimos
relativos.

ii) Calcular, si existe, la ecuacion de la asintota hori-
zontal.

i) La funcion fx)=1—x*-ees suma, producto y
composicién de funciones continuas y derivables en
toda la recta real. Por lo tanto, f(x) serd continua y
derivable en toda la recta real, que es todo su domi-
nio de definicion. Las dos primeras derivadas de la
funcién son las siguientes:

Fx) = (¢ — 2x)e ™, fx) = (—4x* + 10x* — 2)e
Los extremos podran hallarse donde se anule la pri-
mera derivada:

flix)=@2¢—2xe ¥ =020 —2=0
S —1)=0x=0,=*1
La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

4
fx;,=0)=—-2<0, f(x,= —1):E>O,

4 4
f'x;=+1)=—>0
e
luego la funcién f(x) posee un maximo en el punto
de abscisa x; = 0 y sendos minimos en los puntos de
abscisa x, = —1y x; = +1. El valor de la funcién en

1
dichos puntos es f(x, =0)=1,fx,= —1)=1— - y

1
flx;= +1) =1 — —.En definitiva, los extremos de la
e

funcion son los siguientes:

Maximo relativo en (0, 1)
. . 1 1
Minimos relativos en (—1, 1— E) y <+1, 1— E)

i) Como la funcién f(x) no se hace infinita en ningun
valor finito de la variable x, la gréfica de f(x) carece de
asintotas verticales. En cambio, la gréfica de la fun-
cion f(x) posee una asintota horizontal de ecuacion
y =1 por ambos lados:

X—>*oo X—Foo X—+oo x2

e

lim f(x) = lim (1 —x%) = lim (1 — ﬁ) _

+oo |H
= 1—Indeterminacién+— =

oo
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La grafica de la funcion f(x) carece, por lo tanto, de
asintotas oblicuas. Si, finalmente, tenemos en cuenta
el comportamiento asintético de la funcién, la cual se
aproxima a la recta de ecuacion y = 1 desde abajo,
podemos asegurar que los extremos obtenidos en el
apartado anterior son maximos y minimos absolutos.

PZ Hallar los valores de g, by ¢ de forma de la funcién f(x)
sea continua en el intervalo [—2, 3], derivable en el
intervalo (—2, 3) y, tal que, f(2) = f(3):

f) = ax + bx?
=1 Vet

—2=x<0
0=x=3

El primer trozo de la funcién f(x) viene determinado por
un polinomio cuadratico que, como tal, es continuo y
derivable en todo Ry, por lo tanto, en el intervalo [—2, 0).
El sequndo trozo contiene una raiz cuadrada que es
continua en la semirrecta [—1, ) y derivable en (—1, =),
por lo cual serd continua y derivable en el intervalo
[0, 3]. Asi pues, la funcidn f(x) es continua y derivable en
su todo su dominio de definicién, salvo, quizas, en el
punto de unién de ambos trozos, esto es, en x=0. La
continuidad exigira que los limites laterales de la fun-
cion en x = 0 coincidan:

flo")=f0")
lim f(x) =lim f(x)
x—0 x—0

Iirg] (ax + bx?) =Iirg1 <c+ x+1)
0=c+1
c=—1

La derivabilidad requerird que las derivadas laterales de
la funcidn coincidan en:
f(07)=f(0")
lim f'(x) = lim f(x)

x—0" x—0"

Iirp (ax + 2bx) =lim <;>

=0\ vk

a=—
2

Finalmente, que la funcion adopte el mismo valor en los
extremos del intervalo en el que estd definida se tradu-
ce en lo siguiente:

f(=2)=1(3)

lim f(x) = lim f(x)

x—2" x—3"
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Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

1
lim <EX+ bx2> —lim (=1+Vx+1)
x—2" x—3

(—=2)+b(—=2*=1+
—¥+4b=-¥+V4

1
- 3+1
2

Asi pues, para que la funcién f(x) sea continua y deriva-

ble en su intervalo de definicién y adopte idéntico valor

en los extremos de este, los pardmetros han de ser
1

1
a= BY b= By y ¢ = —1.Con ello, la funcion f(x) queda

de la siguiente manera:

1—(x+x2) si—2=x<0
fix)=1{2

Vx+1—1 si—0=x=3

Determina el valor de g, siendo a > 0, para que el area
de la regién limitada por la curva y=x* y la recta
y = ax sea igual a 9/2.

La funcién f(x) = x* es una parabola abierta hacia arriba
simétrica con respecto al eje OY y pasa por el origen de
coordenadas, que es el vértice de la parabola y minimo
absoluto de la funcion. Por otro lado, la funcién g(x) = ax
es una recta de pendiente positiva (a > 0) que pasa, asi-
mismo, por el origen. Hallemos los puntos de intersec-
cién de la pardbolay la recta:

fx)=gx) oxX=axoxX—ax=0c
Sxx—a)=0x,=0,x,=a
Con la informacién obtenida representamos ambas fun-
ciones para obtener la regién por ellas delimitada.

Ay

\ fx)| = x* /
/

(6]

//
g(x) = ax
/4
5 Vi
Y
\ /4
AN 4
=4 | 43 | =42 | =1 a 4 ;
/|

(6]
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Como estas funciones son continuas, podemos calcular
el area, A, de esta regidon mediante integrales definidas y
aplicando la regla de Barrow. Como en el intervalo (0, a)
la funcién g(x) = ax es mayor que la funcién f(x) = x* ya
que la recta queda por encima de la parabola, calculare-
mos el area por medio de la siguiente integral definida:

A= j 2 [g(x) — fix)ldx = J (ax — x*)dx =

Xq 0
a 1, | | &
) e U
2 3 0 2 3 6
. . , 9
Por ultimo, si esta area debe valer 5 entonces:

A=—o—="od=27<a=3
2 6 2

y la recta serd, por lo tanto, g(x) = 3x.

F Calcular las siguiente integrales:

i) f (2x — 1)In(x)dx

1—x
ii) |———=dx
) f 1+ 4x°
i) Realizaremos esta integral por partes:

fln(x) (2x—Ndx =

=In(x) (xz—x)—f(xz—x)-%dx—
T v v du

(XZ—X)|n(X)—f(x—1)dx=
1
= (x> — X)In(x) — Exz—x +K
ii) Esta integral se resuelve separando el integrando en
dos fracciones. Asi, veremos como la integral de la
primera fraccion es de tipo arcotangente, mientras

que la integral de la segunda fraccién es de tipo
logaritmico:

1—x 1 X
J1 + 4 dx_f1 +4x dx_f1 Tae B

—l #dx—l 8 dx =
2] 1+ (2x)? 8] 1+4x

1 1
=5arctg (2x)—§In]1 +4x + K
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ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Considera la funcion f: R — R definida por:

a)

b)

)

a)

x|
fix) =
®) 1+
Estudia su derivabilidad (calcula la derivada donde
exista y justifica la no existencia de derivada donde
proceda).

Comprueba que tiene como eje de simetria el eje
de coordenadas (funcion simétrica respecto OY).

Determina el punto de corte con los ejes, los inter-
valos de crecimiento, los puntos de inflexion y las
asintotas de f. Haz su representacion grafica.

A causa del valor absoluto que figura en el numera-
dor, nos encontramos aqui ante una funcién definida
a trozos que podemos expresar asi:

.
X+ 1

X+ 1

Cada uno de los trozos es una funcién racional poliné-
mica cuyo denominador no se anula en ningun valor
real de la variable independiente x. Por lo tanto, cada
trozo es continuo y derivable en su respectivo dominio
de definicion. La derivabilidad de la funcién f(x) podria
fallar, sin embargo, en el punto de unién de ambos tro-
Zos, esto es, en x = 0.Veamos primero si f(x) es continua
en dicho punto, pues de no serlo, tampoco seria deri-
vable (la continuidad es una condicion necesaria, aun-
que no suficiente, para derivabilidad). La continuidad
exige que los limites laterales coincidan en x = 0:

six<O0

six=0

. o —x \_ 0 _
XILTf(X)_XILT<x2+1)_0+1_O

X 0
lim fix)=lim | 5——|]=——=0
. Ho+<x2+1) 0+1
Luego la funcién f(x) es continua en x = 0. Ello no
significa, en cambio, que sea derivable en este punto.

Ahora hemos de ver si las derivadas laterales en
x = 0 coinciden o no:

N S S T I el
jLT_f(X)_XILT-( x2+1> _>!I—>T‘|:(X2+1)2:|_

0+ 1)?

o X\ _p | =X |
XIL"Jf(x)_x'L@(xZH _)!I_,T+|:(X2+ ”2]_
__ 1 =1
T 0+1)7

La funcion f(x) no es derivable en x =0, pues sus
derivadas laterales no coinciden en este punto. Por
consiguiente, la derivada de esta funcion esta defini-
da en R — {0} segun la funcion siguiente:

© Oxford University Press Espaia, S. A.

X =1 )
m six<O0
I G
m six>0

b) En efecto, la funcion f(x) tiene como eje de simetria el

)

eje OY, es decir, es simétrica par. Para comprobarlo,
evaluemos la funcién en un punto genérico de abs-
cisa negativa, esto es, en —x, en el primero de sus
trozos:

—(—x) X

0= 1~ e+

Este resultado es el mismo al que habriamos llega-
mos evaluando la funcién en un punto genérico de
abscisa positiva, esto es, en x, en el segundo de sus
trozos:

X

T

Asi pues, f(—x) = f(x), condicién que verifica cualquier
funcién que sea simétrica con respecto al eje OY.

f(x)

La funcion f(x) corta a los ejes de coordenadas en el
origen, esto es, en el punto (0, 0), pues f(x) =0 =
=>x=0yflx=0)=0.

Para determinar los intervalos de crecimiento, locali-

cemos primero los extremos de la funcidn. Estos
podran hallarse donde se anule la primera derivada:

i B
S oC+1)
fix)=0=
S S S
o+ 1)
oy x,=—1 six<O0
f(x)—0:>{X;:+1 six>0

Como cada trozo de f'(x) es una funcién racional
polindmica cuyo denominador no se anula en nin-
gun valor real de la variable independiente x, estos
son continuos y derivables en sus respectivos dominios
de definicién. Por lo tanto, derivamos de nuevo cada
uno de estos trozos para obtener la segunda deriva-
da de f(x):

2KB=X) o,
fprg=| X F

(¢ —3)

W six>0

Esta segunda derivada evaluada en los extremos
posibles arroja los siguientes valores:
2=1)B—=(=1))
(=1 +1)
2-1(1=3)
(1> +1)

fli = —1)= = -2<0,

Flx, = +1) = = —2<0
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Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Luego x, = —1 corresponde a un maximo cuyo valor

1
es fix,=—1)=+ E y x, = +1 corresponde a otro

1
maximo cuyo valor es f(x,= +1) = +5. Por otro

lado, como la funcién f(x) es siempre positiva (el
valor absoluto del numerador es, por definicién,
positivo, mientras que el denominador es estricta-
mente positivo) en x; = 0, ha de encontrarse un mini-
mo, pues en este punto la funcién alcanza su menor
valor posible, es decir, f(x;=0) = 0. En resumen, la
funcidn f(x) es creciente en (—e, —1) U (0, +1) y
decreciente en (—1,0) U (41, +o0).

Los puntos de inflexion se localizan donde se anula
la segunda derivada:

260 g erx=-V3=0 six<0

P00 = 02 +1)
M:o@x=+\/§=0 six>0
0 +1)° ’

El valor de la funcion en estos puntos es
f(x4 = —\/g) = +\/§/4y l‘(x5 =+ 3) = +\/3/a.

Obtengamos ahora las asintotas de la funcion f(x).
Como ya sabemos, esta funcién es continua en todo
R, por lo que su grafica no puede tener asintotas ver-
ticales. Por otro lado, en cada uno de sus trozos el
grado del denominador es superior al grado del
numerador, asi que la grafica de la funcién f(x) posee,
por ambos lados, una asintota horizontal de ecua-
cion y = 0. Por ello, no podra haber asintotas obli-
cuas. Calculemos los limites en el infinito asociados a
la asintota horizontal y = 0:

X
. . —X .
xI—I>rpm f(X) :xl—l>rpoo f(X) X2 + :xl—l>rpoo /X/ 1 -
PR
1
4
=lim -0 _ 0"
X0 1 +l 1+0
XZ
%
X
Jim fod =lim 0 e =lim e =
P
1
ot
=lim = =0"
X—>+oo 1 +l 1+0
XZ

Asi pues, la funcion tiende de manera asintoética a la
recta horizontal y =0 por ambos lados y desde arriba;
no podia ser de otra forma, ya que f(x) =0.Debido
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a este comportamiento asintético y a que f(x) =0,
podemos afirmar que los extremos de la funcién son,
todos ellos, absolutos.

Finalmente, resumamos la informacién de la que dis-
ponemos para representar la grafica de la funcién f(x):

1
maximos absolutos en <t1, +E)

minimo absoluto en (0, 0)

V3
puntos de inflexion en (i\/§ +T>

asintota horizontal y =0

Ay
max. mex.
05
Pl \ / a8
4 xt
fod ==
| 1]
ob ||
W
|1
oAl
[}
01
AH.(y =0) mjn
-4 -3 42| =110 4 | X

] Razona si son derivables en el punto x = 0 cada una de
las dos funciones siguientes:

a) f: R — R definida por:

_[¥ six#0
f(X)_{1 six=0

b) g: R — R definida por:

()_{xzsenﬂ/x) six#0
9% =10 six=0

Justifica si es verdadera o falsa cada una de las afir-
maciones siguientes. Para cada afirmacién que
consideres falsa pon un ejemplo ilustrativo.

c¢) h: R > R es una funcidn tal que: lim h’(x) =lim
x—a x—a’
h’(x), entonces h es derivable en x = a.
d) Si una funcidn real de variable real es continua en
un punto, entonces es derivable en ese punto.

a) La funcién f(x) no es derivable en el punto de abscisa
x =0, pues en dicho punto esta funcién ni siquiera es
continua, condicién necesaria, aunque no suficiente,
para la derivabilidad. Si bien se cumplen los dos
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Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

b)

)

primeros requisitos de continuidad, esto es, la funcion
estd definida en x = 0 y existe el limite en dicho punto:

1. 3A0)=1
lim fix) =lim x*=0

x=0” x=0” =3I lim f(x)=0
Iirg fix) = Iir’(r)l x=0 X307+ ®)

Falla, sin embargo, el tercero de ellos, pues el valor de la
funcién en x =0 no coincide con su limite en este punto:

3. fl0)=1+# Iing fix) =0

La funcion f(x) no es continua en x = 0y, por tanto,
no es derivable en dicho punto.

En esta ocasion, la funcién g(x) si es continua en el
punto de abscisa , pues la funcion esta definida en
x = 0, existe el limite en dicho punto y el valor de la
funcién en x = 0 coincide con su limite en este punto:

1. 3g0)=0

2 lim g(x) = lim [x2 sen<

x—0" x—0"

x—0*

lim g(x) = Iir(r)l [x2 sen

3. g(0)=0= limg(x)

x—0

No obstante, la funcidon h(x) no es derivable en el
punto de abscisa x = 0, ya que no existe el limite de
las derivadas laterales en este punto:

g'x) = 2xsen<%> +XZ<—%> cos(%) =
()= t5)
= 2xsen|— | — cos| —
X X
ip 5=t [ 2en( ) - o )
lim g’(x) =lim | 2xsen| — | — cos| — | | =
Xx—0* x—0* X X
i [2senl ]| -t o )
=lim | 2xsen|— || —lim [cos|—||=0—7?
Xx—0* X x—0* X

Que las derivadas laterales de una funcion h(x) coinci-
dan en el punto de abscisa x = a no implica que h(x)
sea derivable en dicho punto, pues podria ocurrir que
la funcién fuera discontinua en x = a. Por consiguien-
te, si la funcién h(x) no es continua en x = a, no puede
ser derivable en ese punto. Por ejemplo, la funcién:

=[5

verifica, ciertamente, que sus derivadas laterales en
coinciden, pues:

lim h'(x) =lim (=2x) =0

six<O0
six=0

x—0~ Xx—0"
lim h'(x) =lim (2x) =0
x—0F x—0F
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No obstante, como h(x) no es continua en x =0,
ya que:

lim h(x) =lim (1 —x) =1

x—0~ x—0~ I h
lim h(x) =lim (¢ —1) = = A limht)

tampoco podra ser derivable en dicho punto.

YA /

3
>

No
¥
I
< .
X X
|\
o

w

d) Que una funcién sea continua en un punto no impli-

ca que sea derivable en dicho punto, pues la con-
tinuidad es una condicién necesaria pero no sufi-
ciente para la derivabilidad. Por ejemplo, la funcién

fix) = |x|, que podemos escribir asi:
=17 six<O0
k) { X six=0

es continua en el punto de abscisa x = 0, pues
1. 3f(0)=0

lim fix)=Ilim (—x)=0

X0 0 =3 limfix)=0
lim f(ix) =lim x=0 x—0
x—07t x—0*t

3. f{0)=0=Iim f(x)

x—0*"

mas no es derivable en este punto, ya que sus deriva-
das laterales en x = 0 no coinciden:

lim f(x) =1+ Iirgl fx)=1

x—0~
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y A

N

fix) = |Ix|

w

N

P&l Razona si son derivables en el cero cada una de las
siguientes funciones de variable real:

a)

b)

)

d)

a)

b)

x+1 six<0
flx)=12 six=0
x+3 six>0

g) =Vx* +x

Justifica si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa. En el caso de que consideres
que la afirmacion es falsa pon un ejemplo ilustrativo.

Para cualquier funcién polinédmica de segundo
grado existe un punto tal que la recta tangente a la
funcidén en ese punto es una recta paralela al eje de
abcisas.

Sih: R —> Ryg: R — R verifican que h’(x) = g’(x),
entonces h(x) = g(x)

Veamos, en primer lugar, si la funcién f(x) es continua
en el punto de abscisa x = 0:

1. 3f(0)=2

lim fxX)=Ilim x+1)=1

x—0~ x—0~

lim fix) =Ilim (x+3)=3

x—0F x—0+

= 7 lim f(x)

x—0

La funcién f(x) no es continua en x =0 y tampoco
serd derivable en dicho punto, ya que la continuidad
es una condicién necesaria, aunque no suficiente,
para la derivabilidad.

Antes de nada, adviértase que la funcion g(x) solo
esta definida si el radicando es positivo, esto es,
X+x=0 © x* x+1)=0 & x = —1, luego
Dom f(x) = [—1, e). Comprobemos ahora si esta fun-
cion es continua en el punto de abscisa x = 0, el cual
se halla dentro del dominio de la funcién:

1. 3g(0)=0

fip g =limy V>0 + < =0
iy g =i V7 =0
3. 9(0)=0=lim g(x)

2. =3Jlimgx)=0

x—0
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)

Por consiguiente, la funcidn g(x) es continua en x = 0.
Pasemos ahora a ver si sus derivadas laterales en
dicho punto existen y si ambas coinciden:

3+ 2x 3%+ 2x

X frd = i
Ve +xX2  2VXx+ 1)
_ 3x(x + 2) _ 3(x+2)

20/ x+ 1 2Vx+1

lim g(x)=0=Ilim gx)=3

x—0~ x—0+

En conclusion, la funcién g(x) es derivable en el pun-
tox=0.

Toda funcién polinémica es continua y derivable, por
lo que podemos asegurar que existe una recta tan-
gente a la funcion en cualquiera de sus puntos. Una
funcion polindomica de segundo grado tiene como
grafica una parabola cuyo vértice es el extremo
absoluto de la funcién (minimo absoluto si se trata
de una parabola abierta hacia arriba 0 maximo abso-
luto en el caso de una parabola abierta hacia abajo).
En este punto, la recta tangente a la pardbola es, en
efecto, paralela al eje OX. Para demostrar este hecho
de forma analitica, basta con probar que la primera
derivada de una funcién polinémica de segundo
grado se anula en un punto en el cual la pendiente
de la funcion es nula y, por tanto, la recta tangente es
horizontal. Consideremos la funcion polindmica de
segundo grado f(x) = ax* +bx+c¢, con a+0. Su
primera derivada es f'(x) = 2ax + b, que se anula en
el punto de abscisa x = —b/2a. Como f"(x) = 2a, este
punto es maximo absoluto de f(x) si a>0, o minimo
absoluto de f(x) si a> 0.En cualquier caso, en el punto
x = —b/2a la pendiente de f(x) es nula y la recta tan-
gente a la funcién es paralela al eje de abscisas.

d) Es falso que dos funciones sean idénticas si sus

primeras derivadas son iguales. Tomemos, por ejem-
plo, fix) =x* — 3x + 4 y g(x) = x* — 3x — 6. La primera
derivada de ambas funciones es f'(x) = g'(x) = 2x — 3;
sin embargo, son funciones distintas.

Bl Considera las funciones f, g: R — R definidas por:
fix)=x+3ygx) =x + 3x.

a) Dibuja la grafica de la funcién f.

b) Dibuja la grafica de la funcion g en el intervalo

)

[—3, 1], determinando previamente sus puntos de
corte con los ejes y con la funcion f, sus extremos
relativos (maximos y minimos) y su curvatura.

Calcula el area de los recintos limitados entre las
graficas de las dos funciones en el intervalo [—3, 1]

a) y b) Como son polinomios, ambas funciones son

continuas y derivables en todo su dominio de defini-
cién, esto es, en toda la recta real.
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La grafica de la funcion f(x) es una recta de pendien-
te positiva que corta a los ejes OX'y OY en los puntos
(—3,0) y (0, 3), respectivamente.

La funcion g(x) es un polinomio cubico cuyo recorri-
do es (—oo, +o0); cortard al eje OX en uno, dos o,a lo
sumo, tres puntos; puede que no tenga ningun
extremo o puede que tenga dos (maximo y minimo
relativos); y tendra, seguramente, un punto de infle-
xion. Veamos dénde corta al eje OX la gréfica de la
funcién g(x):

x;=—3

g(x)=x3+3x2=0<:>x2(x+3)=0<:>{x S

Por lo tanto, los puntos de corte de esta funcién con
el eje OX son (—3,0) y (0, 0). El dltimo también es
punto de corte con el eje OY.

Los extremos de la funcién g(x) podran encontrarse
donde se anule la primera derivada:
X, =0

g(x) =3x+ 6x=x(3x+ 6) =0 = {x3 _

La segunda derivada de esta funcion, g”(x) = 6x + 6,
evaluada en estos puntos es:

g06=0)=+6>0,9"; = —2) = —6<0

Esto nos indica que x, = 0 corresponde a un minimo
relativo cuyo valor es f(x,=0) =0,y x; = —2 corres-
ponde a un maximo relativo cuyo valor es:

fix;=—2)=4

Por consiguiente, la funcidn g(x) es creciente en (—eo,
—2) U (0, +<0) y decreciente en el intervalo (—2,0).

El punto de inflexidn se halla donde la sequnda deri-
vada se anula:

gx)=6x+6=0=x,=—1

que es, en efecto, un punto de inflexion, pues la ter-
cera derivada, g”(x) = 6, es distinta de 0. El valor de la
funcion en este punto es f(x, = —1) = 2. La funcién
es, entonces, abierta hacia abajo en (—e, —1) y abier-
ta hacia arriba en (—1, +0).

Calculemos ahora los puntos de corte de la funcién
f(x) con la funcién g(x):

f)=gx) @x+3=x+3"<
oxX+3¢%—x—-3=0=Kx+3)x+1N)x—-1)=0
SX=—3,%=—1,x=+1

En definitiva, tenemos, por un lado, que la recta f(x)
pasa por los puntos (—3,0) y (0, 3). Por otro lado, la
curva g(x) corta al eje OX en (—3,0) y (0, 0); posee un
maximo relativo en (—2, —4), un minimo relativo en
(0,0) y un punto de inflexion en (—1, —2). Por ultimo,
ambas funciones se cortan en los puntos (—3, 0),
(—1,2) y (1,4). Con toda esta informacién podemos
representar la grafica de ambas funciones en el
intervalo solicitado, asi como los recintos por ellas
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delimitados, cuyas areas evaluaremos en el siguiente
apartado.

Y4 ,,g(x =+ 3x°
T
6 |
I fix)=x-+3
5 |
max. I
NN
AR | /
[La N A
/ 1
/ \l;
-4 /43 | -2 | 1 [Omin 4 | X
/ :
[

¢) Como ambas funciones son continuas en todo R,
lo son en el intervalo [—3, 1], por lo que podemos
calcular el area comprendida entre ellas mediante
integrales definidas y aplicando la regla de Barrow.
En el intervalo (—3, —1) la funcién g(x) es mayor que
la funcidn f(x), pues la grafica de aquella queda por
encima de la de esta. Por el contrario, en el intervalo
(—1,1) es la gréfica de f(x) la que estd por encima de
la de g(x), luego aqui f(x) es mayor que la funcion
g(x). Asi pues, las areas, A, y A,, de los dos recintos se
calculan de la siguiente manera:

. .
A= J [gx) — fix)ldx = J I +3x%— (x+ 3)]dx =
- -3

3

-1
=J X +3x° —x—3ldx=
-3

=[lx4+x3—1—x2—3x] -
4 2

-3

1 1 81 9
=|—-—1-=+3]|-|=-27-=+9]=
4 2 4 2

0 8
=—-+—+20=40"
% 2+ 20

A, = f [fix) — g(x)1dx = J x+3—03+3A]dx=

1 -1

+1
=f [—x*—3x" 4+ x4+ 3ldx =

=[—l 4—)(3+lx2+3x} =
2

kg
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Esto es, ambas areas son idénticas, como es légico,
por la simetria de los recintos delimitados. El area
total, A, comprendidda entre las graficas de ambas
funciones es, finalmente, A=A, + A, =8 u°.

In

kil Sea f(x) = nx con x € (0, +). Se pide:

a)

b)

a)

X

Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to, los extremos relativos y las asintotas. Esbozar
su gréfica.

Calcular: ff(x)dx

I
Las dos primeras derivadas de la funcion f(x) = nXEX),

debidamente simplificadas, son:

1—2Inx 6Inx—5
f/ — : fll —
x) Y x) —

Los extremos de la funcidn f(x) se encontraran don-
de la primera derivada se anule:

_1—2Inx

f(x) = 2

1
@Inxz;(:}xze”z:\/g

=01-2Inx=0

La segunda derivada evaluada en este punto es:

6InVe—5 6lne”?—5
e Ve)- Ve _gine!
\Ve

1
6—-—5
2

1

6—Ine—5
"¢ 3-5

e? e’ e?

— 2 <0
o2

lo cual nos indica que X=\/E corresponde a un
. . 1

maximo relativo cuyo valor es f<x= \/E) =2 Por
e

consiguiente, la funcion f(x) es creciente en el inter-
valo (0, \/E) y decreciente en la semirrecta

e, 00/,

1
asi que podemos asegurar que el punto (\/52— es,
) (o e
ademads, un maximo absoluto.

El punto x = 0 se halla excluido del dominio de esta

funcidn racional por un doble motivo: el logaritmo

presente en su numerador tiende a —eo y el denomi-

nador tiende a 0. Esté claro, por lo tanto, que la grafi-

ca de la funcién f(x) posee una asintota vertical, si

bien solo por la derecha, de ecuacién x = 0, ya que:
In(x) —oo

fip fo0 =l = =g =

Ademas, en el infinito el término cuadratico del
denominador de esta funcién crece mucho mas
deprisa que el logaritmo de su numerador. Por ello,
la gréfica de la funcién f(x) tendrd, asimismo, una
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asintota horizontal, aunque solo por la derecha, de
ecuacion y = 0, puesto que:

) . In(x) ., Foo |t
lim f(x) =lim —5— = Indeterminaciéon —| =
x—+oo x>t X “+ oo

1

. o 1 .
=lim — =lim —w=—-2=0
X400 DX x—toe QX + oo
Como hay una asintota horizontal, la grafica de f(x)
no puede tener ninguna asintota vertical.

Ay
4
mix
méx- (e, 12e ) =
2
N
/ —

0 II 4 AH/(yE0) X
-0
—0NA4
— /6
AV.(x[= 0)
— ,8

b) Empleando el método de integracidon por partes

podemos hallar la integral solicitada:

Inx
—=JInx~xi2 dx=Inx~(—x71)—f(—x*1)x*1 dx =
X L1 || [ I |
u dv u v v du
In x In x
=—+ |xdx=——-x"+C=
% b%
Inx 1 1+Inx
b% b% b%
2
en” (2x)
EA Calcular lim
x50 X+ X2

Daremos con el limite solicitado por aplicacion reiterada
de la regla de L'Hopital:

i -

—lim 4 sen (2x) cos (2x)
x50 33+ 2%

8 cos’ (2x) — 8 sen® (2x)

=lim =
X0 6x + 2

sen? (2x) _ [ O]L'”

Indeterminacién 6

LH
= [Indeterminacién 6} =

Matematicas II

22



ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

8 [cos® (2x) — sen® (2x)] _

=lim
x—0 2(3x+1)
. 4[cos® (2x) — sen? (2x)]
=lim =4
x=0 3x+1
sen (¥ .
— six>0 .
EEl Dada f(x) = X se pide:

—2x six=0

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la fun-
cion f(x).

Vaw
b) Calcular f X f(x) dx
Va

a) Ambos trozos de la funcién f(x) son continuos y deri-
vables en sus respectivos dominios de definicion; por
tanto, los problemas de continuidad y derivabilidad
solo pueden darse en el punto de unién de ambos
trozos, esto es, en x = 0. Analicemos, en primer lugar,
si esta funcidn es continua en dicho punto:

1. 3f(0)=0

2, Iir’gl fix) = Iirp 0¢—2x)=0 3
lim ) = lim o) -
x—0F X—0+ X > -
LH
= {Indeterminacién —} = lim 2xcos () —0
0 x—0F 1
= 3Jlimflx)=0 J

x—0

3. [0)=0= Iir’rg f(x)

Por consiguiente, la funcién f(x) es continua en el
punto de abscisa x =0. Asi pues, comprobaremos
ahora si también es derivable en este punto, esto es,
si sus derivadas laterales existen y coinciden:

lim f(x) =lim2x—2= -2

x—0~ x—0~

L _ 2x*cos (X*) — sen (X )
lim f(x) = lim =
x—0F x—0* X2

LH
= [Indeterminacic’)n 5] = N

= Iirp+ [2x% sen (x) + cos (x)] =1

=7limfx)=0

x—0 )
Por lo tanto, la funcién f(x) no es derivable en el pun-
to de abscisa x = 0. En conclusién, podemos decir
que la funcién f(x) es continua en todo R y derivable
en R — {0}.

b) Laintegral requerida es:

\Vow Vor 2
J xzf(x)dx:f e 3Ene) g
v v X
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EZl Calcular las asintotas de la funcién f(x) =

V2w
= J x sen (x%) dx

vV
Como producto y composicion de funciones conti-
nuas en todo R, el integrando es, asimismo, continuo
en todo R, por lo tanto, también lo serd, en particular,
en el intervalo de integracién \/; \/E . Asi, pode-
mos emplear la regla de Barrow para dar con el valor
de esta integral definida:

Vam Vam
J x> f(x) dx=f xsen (X)) dx =
v v

—

—
™ m

2 )v=
Vam
S [cos (xz)] =
Va

= —% |cos (V2m?) | = [ cos (V)| =

1 1
= —E(COS 2T — COS ) = —5[1 — (=Nl =

(2x —1)?
H+1°

Se trata de una funcion f(x) racional polindmica cuyo
denominador no se anula para ningun valor real de la
variable independiente x, puesto que ¥ =0 =4+ 1=1=
=4°+1#0VxER.

Asi pues, tenemos que Dom f(x) = Ry que la funcién f(x)
es continua en todo R, de lo cual se deduce que su grafi-
ca carece de asintotas verticales. Por otro lado, como el
grado del polinomio que figura en el numerador es
igual al grado del polinomio que aparece en el denomi-
nador, es evidente que la grafica de f(x) tendra una asin-
tota horizontal que, en este caso, tiene como ecuacién

y=1,yaque:

lim fod = i 2x—17 A —4x+1
R e
9
¥ XX
:||rpﬁ:
e X-F—
¥ X

Dado que hay una asintota horizontal, no es posible que
haya ninguna asintota oblicua.
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B Estudiar la continuidad en R de la funcidn:

1—cosx
— six#0
fix) =

six=0
Para x = 0la funcién f(x) es continua, pues el denomina-

1 —cos x
dor de ——— tan solo se anula en x = 0, valor para el
b's

cual la funcién es nula. Por lo tanto, los problemas de
continuidad podran presentarse Unicamente en x = 0.
Veamos si la funcion f(x) es continua en dicho punto:

1. 3f(0)=0

'I —_
2. lim fix) = lim —2%

Xx—0* Xx—0* X

LH
= [Indeterminacién 6} =

=lim senx=0=3limf(x) =0

x—0* x—0

3. f0)=0=Ilim f(x)

x—0

Luego la funcién f(x) es continua en el punto de abscisa
x = 0y, por consiguiente, lo es en todo R.

8 Calcular f*
x(x+1)

Esta integral puede calcularse utilizando el método de

las fracciones simples, ya que en el numerador no apare-

ce la derivada del denominador ni un multiplo de esta.

El integrando se puede expresar del siguiente modo:

1 A B

xx+1) x x+1

S1=Axk+1)+Bx VxeER

Si evaluamos esta ultima expresién en x=0y x= —1,
obtenemos, respectivamente, el valor de los coeficientes
Ay B:
Xx=0A=1
x=—-1oB=-1
Por lo tanto, el integrando puede ser descompuesto asi:

1 1 1

xx+1) x x+1

y la integral queda, entonces, de esta manera:

e
xX(x+1) x x+1

=fldx—f L dx=In|x—In|x+1]+C
X x+1

Seaf(x) =2 — x + In x con x € (0, +).

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decreci-
miento, los extremos relativos, los intervalos de
concavidad y convexidad y las asintotas de f. Esbozar
la graficade f.

1
b) Probar que existe un punto {c € & 1} tal que f(c) =0.
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a) Las dos primeras derivadas de la funcién f(x) son:

1 1
fx)=—-—1, f'xX)=——
x) . x) 2
Los extremos de la funcion f(x) podran hallarse
donde se anule la primera derivada:

1 1
fX)=——1=0—=1ox=1
X X

La segunda derivada de esta funcion evaluada en
dicho punto es f"(x =1) = —1 <0, lo cual indica que
x =1 corresponde con un maximo relativo cuyo
valor es fix = 1) = 1. Por consiguiente, la funcién f(x)
es creciente en el intervalo (0, 1) y decreciente en la
semirrecta (1, =), asi que podemos asegurar que el
punto (1, 1) es,ademds, un maximo absoluto.

Dado que f"(x) # 0 ¥V x € R, la funcidn f(x) carece de
puntos de inflexion. Por otro lado, como f“(x) <0 V
x € R, f(x) es abierta hacia abajo en todo su dominio,
es decir, en (0, «).

La grafica de f(x) posee una asintota vertical de ecua-
cion x = 0, aunque solo por la derecha, pues:

Iir’(r)l fix) = Iirg'n+ R=—x+Inx)=2—0+(—o) = —oco
Veamos si la gréfica de la funcién f(x) tiene alguna
asintota horizontal:

lim fx)=lim 2—x+1Inx) =

X—>+oo X—>+eo
= [Indeterminacion —oo+oo]
mas como el término lineal, —x, tiende a —o mas

rapido de lo que el término logaritmico, In x, tiende
a oo, tenemos que lim f(x) = —ooy, por lo tanto, la gra-
X—+oo

fica de f(x) no posee ninguna asintota horizontal.

Comprobemos, asimismo, si existe alguna asintota
oblicua,y =mx+ n:
f(x) 2—x+Inx

m=lim — = lim
X—+eo X X—>+oo X

o H
= Indeterminacién+— =

(o)

luego podria haber una asintota oblicua de pendien-
te m = —1.Pero ello no es suficiente, ya que hemos
de obtener, asimismo, la ordenada en el origen:
n=Ilim (fx —mx))=lim Q—x+Inx +x) =
X—>teo

X—too

=lim 2+ Inx)= 4o

X—too

En conclusién, la gréfica de la funcién f(x) tampoco
posee ninguna asintota oblicua.
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Con toda esta informaciéon podemos, finalmente,
esbozar la grafica de esta funcion.

Ay

max.(1,1)
d ~

£

N

w

AV.(x=0)

b) Sabemos que la funcion f(x) es continua en todo su
dominio, por ser suma y composicion de funciones
continuas en (0, «), asi que también lo serd, en par-
ticular, en el intervalo cerrado [1/€?, 1]. Dado que:

-2

1 1 1
f(1/e2)= ——2+In—2=2——2+lne =
e e e

1 1
—7 =<0
e e

=2—-1+I1=1>0

el valor de esta funcién adopta signos opuestos en
los extremos de dicho intervalo. Si esto es asi, el teo-
rema de Bolzano nos asegura que existe al menos un
punto de abscisa ¢ € (1/€2, 1)/f(c) = 0, puesto que
desde x = 1/e*hasta x = 1 esta funcidn continua ha
de cruzar, necesariamente, el eje OX. Este hecho se
aprecia en la grafica de f(x) esbozada en el apartado
anterior.

EE Calcular los valores del nimero real a sabiendo que

. e”™—1—ax
lim————=8.

x—0 X2

Calculemos el limite en funcién del namero real a:

. e™—1—ax o tH
lim ————— = Indeterminacién —| =
X 0

x—=0

ae®™ —a ... o~
—— = | Indeterminacion —| =
2x 0
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Por lo tanto:

o e™—1—ax a*
I|m7=8@7

x—0 )(2

=8 a==4

39) CaIcuIarf
VI —(x—1)>

Una sencilla manipulacién nos revela que esta integral
es inmediata y de tipo arco seno:

1

1 3
I S —
—(y — 1)2 1
9—(x—1) g1/9_()(_1)2

flx)

(I

1
:f 3 dx=arcsen(x_1>+C

3
'I_
3
| I—

fix)
] Calcula los siguiente limites:

)i X —8xX° + 7x
A X —x

1
b) lim <£+cos (x))m
1y

x—w/2

Aplicaremos, en cada caso, los métodos adecuados para
resolver las indeterminaciones que vayan apareciendo:

X =8+ 7x ... 0
a) lim ——————=|Indeterminacién — | =
x—0 XZ—X O
X —-8+7) . X—-8+7 7
=lim =lim =—=-7
x=0 )((X—1) x=0 X—1 —1

2 1
b) lim {—XJr cos (x)} s = [Indeterminacion 17] =

X—/2 ey
2, 1
Iim/Z {[l + cos (x) — 1]@}
xom T
=e
%-*—cos x)—1 %—sen x)
L'H
— exlirﬂz cos (x) =e [Indetermlnaaon 6] —e xlln)z —sen(x) _
2
=-1
'rr 2
- -
=e =e w

8l Definicion de punto de inflexion de una funcion.
Calcula el valor de los parametros a, b € R para que
la funcién f(x) = (x¥* — a)e* + bx tenga un punto de
inflexion en x = 0 y un minimo relativo en x = 1.

Una funcion f(x) posee un punto de inflexién (Pl.) en el
punto de abscisa x = asi f"(a) = 0y f”(a) # 0.En un punto
de inflexién cambia la curvatura de la funcion:la funciéon
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pasa de estar abierta hacia arriba (f"(x < a) > 0) a estarlo
hacia abajo (f"(x>a) <0), o viceversa. Ademas, en un
punto de inflexién la recta tangente a la funcion atra-
viesa, de lado a lado, la grafica de la misma.

YA

=<V

La funcidon f(x) = (x> — a)e* + bx es suma, producto y
composicidon de funciones continuas y derivables en
toda la recta real, por lo que ella misma sera, en conse-
cuencia, continua y derivable en todo R. Sus tres prime-
ras derivadas resultan ser:

) =0 +2x—ae* +b, f(x)=0*+4x+2—a)e’
f"(x) = (x* + 6x + 6 — a)e”

Si esta funcién ha de tener un minimo relativo en el
punto de abscisa x = 1, entonces se ha de verificar:

fx=1)=0B3—ae+b=0<ea—b=3e
ffx=1>07—ae>0a<7

Por otro lado, si f(x) debe poseer un punto de inflexion
en el punto de abscisa x = 0, ha de cumplirse:

f'x=0=0=2—a=0=a=2
f"x=0#0=6—a+0a+6

Luego, en efecto, para a = 2 # 6 la funcion f(x) tiene un
punto de inflexion en x = 0. Ademas, para a=2<6la
funcidn f(x) tendra un minimo relativo en x = 1 si se veri-
fica que 2e — b =3e & b= —e. Asi pues, la funcion f(x)
queda de la siguiente manera:

fix) = (0 — 2)e* — ex

Puede comprobarse que esta funciéon posee un minimo
relativo en x =1y un punto de inflexién en x = 0.
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7 Calcula la integral f

2 -9 +9%x+6
X —5x+6

Para calcular la integral indefinida de esta funcidn racio-
nal polinémica, efectuaremos primero la divisién indica-
da, ya que no parece haber ninguna simplificacién de
factores y el grado del polinomio que figura en el nume-
rador es mayor que el grado del polinomio que hay en
el denominador:

2¢—9%*+9x+6 2x
dx=||{2X+1+—5———|dx=
X' —5x+6 X —5x+6

= f(2x+1)dx+fidx

X —5x+6

La primera integral es inmediata:
J(Zx—l— Ndx=x>+x+C

Para efectuar la segunda integral aplicaremos el método
de las fracciones simples, pues comprobamos que en el
numerador no aparece la derivada del denominador ni
un multiplo de esta. Escribiremos esta integral de la
manera siguiente:

- SR R SR
X—5x+6 | xX¥-5x+6

X
- zf(x—3)(x—2) dx

Asi pues:

X A B
x—3)x—2) x-—3
Sx=Ax—2)+Bx—3)VxeR

Si evaluamos esta ultima expresiéon en x=3 y x=2,
obtenemos, respectivamente, el valor de los coeficientes
AyB:

=
X—2

x=3A=3
X=2B=-2
Por lo tanto, el integrando puede ser descompuesto asi:
X 3 2

X¥—5x+6 x—3 x-—2

y, entonces, la segunda integral queda de este modo:

Zf;dx:2f<idx— 2 dx)z
x—3)x—2) x—3 xX—2
=2<3j ! dx—ZJ ! dx)z
xX—3 X—2

=2@In|x—3[-2In|lx=2)+C=
=6lIn|x—3/—4In|x—2[+C
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En conclusioén, la integral da como resultado:

J2x3—9x2+9x+6

dx
X —5x+6

X+x+6In|x—3/—4In|x—2/+C”

H Calcula la integral definidaf e*sen (x)dx
0

Calcularemos primero la integral indefinida a través del
método de integracion por partes, el cual habremos de
aplicar dos veces:

/= fex sen (x) dx = e*[—cos (X)]
[l ] Ll |

u dv u v v du

- f[—cos ()]e* dx =
| [

= —e*cos (x) + fex cos (x) dx =
I | |

u dv

= —e*cos (x) + €*sen (x) — fsen (x)e* dx =
Ll [ [

u v u du

= e*[sen (x) — cos (x)] — fex sen (x) dx &
!

& 21 = e*[sen (x) — cos (X)] &

s = %ex [sen (x) — cos (x)] + C

Dado que el integrando es una funcién continua en
todo R, lo serd, en concreto, en el intervalo de integra-
cion [0, w]. Podemos, en consecuencia, aplicar la regla de
Barrow para evaluar, finalmente, la integral definida:

f e“sen (x) dx = [% e*(sen (x) — cos (x))}w =
0

0

= [l e* (sen  — cos w)} = [l €% (sen 0 — cos 0)} =
2 2
L om0 (11 10— 1y = Lam
—Ee[(o (=11 21(0 1) 2e+2
=%(e“+1)

7] Dadas las funciones f(x) = In (1 — x*) y g(x) = In (1 + X%,
se pide:
a) Determina el dominio de cada una de ellas.
b) Estudia si dichas funciones tiene puntos de inflexion.
a) Ambas funciones son logaritmicas, por lo que solo
estaran definidas para aquellos valores de la variable
independiente, x, que hagan que el argumento del

logaritmo sea estrictamente positivo. En el caso de
fx) = In (X — 1), dado que:

X¥-1>0Kx+1Nx—1)>0s
S XE (—oo, —1) U (+1, +0)
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entonces:
Dom f(x) = (—oo, = 1) U (+1, +o0) =R —[—1, +1]
Por otro lado, para g(x) =In (x*—1), como x¥*=0
VY x € R, tenemos que:
X+1=1YxER,luegoxX*+1>0Vx ER
y, por lo tanto:
Dom g(x) = R
b) Para determinar si estas funciones logaritmicas
tienen algun punto de inflexién, comprobaremos si
sus segundas derivadas se anulan en algun punto.
La dos primeras derivadas de f(x) son:
2x 20¢ + 1
P =~ 1)
X =1 =1
Dado que x* + 1 =0carece de soluciones reales, la
segunda derivada de esta funcién no se anula para

ningun valor real de x. Por consiguiente, la funcién
fix) no posee ningun punto de inflexion.

Fx) =

Por otro lado, las dos primeras derivadas de g(x) son:

2x ., 200+
9=

o —1)

Veamos donde se anula la segunda derivada de g(x):

gx) = 2z

JN=01-X=0=xX=1cox==*1
Como la tercera derivada de esta funcion:

_ 4Ax(¢ —3)

) =

oA+ 1)

es, claramente, distinta de 0 para x = =1, podemos
asegurar, entonces, que la funcién g(x) posee un par
de puntos de inflexién:en (—1,In 2) y en (+1,In 2).

[ Determina los valores de los parametros a, b € R para
que la funcién f(x) = (ax* + bx) e tenga un extremo
relativo en el punto de abcisa x = 3 y ademas pase por
el punto (1, —1/e). Halla la ecuaciéon de la recta
tangente a f(x) en el punto de abcisa x = 0.

En primer lugar, si la funcién f(x) = (ax’ + bx)e ™ debe
pasar por el punto (1, —1/e), tenemos:

1 1
fl)=—o(@+tbe'=——
e e

1 1
<:>(a+b)\= —\@04—[):—1
e e

Esta funcion es suma, producto y composicion de
funciones continuas y derivables en toda la recta
real, por lo que serd continua y derivable en todo R.
Sus dos primeras derivadas son:

f(x) =[—ax* + (2a — b)x + ble™*
f(x) = [ax* + (b — 4a)x + 2(a — b)le *
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Si la funcién f(x) tiene un extremo relativo en el pun-
to de abscisa x = 3, entonces se ha de verificar:
fix=3)=0=[-9a+3Q2a—b)+ble*=0&
& —Ba+2be?=0s3a+2b=0
f(x=3)#20<[9a+3(b—4a)+2a—ble*+0 =
&S —a+b#F0&<a#b

Por lo tanto, los pardmetros reales a y b deben satis-
facer las siguientes condiciones:

{ at+ b=-1

3a+26—0 'ONAFP

las cuales son satisfechas para a=2y b= —3. Asi
pues, con estos valores la funcién f(x) es:

f(x) = (2x* — 3x)e~

Puede comprobarse que esta funcion pasa por el
punto (1, —1/e) y posee un extremo relativo en
el punto de abscisa x = 3.

Como ya hemos dicho, la funcidn f(x) es derivable en
todo R,y su primera derivada es:

fix) = (=2 + 7x — 3)e*
Podemos afirmar, por tanto, que existe una recta tan-
gente a esta funcién en cada uno de sus puntos. En

concreto, en x =0, la pendiente, m, de la recta tan-
gente sera:

m=Ff(x=0)=—-3e"=-3-1=-3
Como el valor de la funcién f(x) en x =0 es:
f0)=0-e"=0-1=0
la recta tangente, y = —3x + n, habra de pasar, ade-
mas, por el punto de tangencia (0, 0). De aqui obte-
nemos la ordenada en el origen, n:
0=-3-0+n=n=0

En consecuencia, la recta tangente a la funcién f(x)
en el punto de abscisax=0esy= —3x.

1§ Dada la funcién f(x) = (x + a) sen(x), donde a es un

™

numero real, se sabe que la integral definida ff(x)dx
0

es tres veces el valor de la pendiente de la recta
tangente a f(x) en x = 0. Calcula el valor de a.

Segun el enunciado del problema, tenemos una funcién
fix) = (x + a) sen (x) que verifica la siguiente igualdad:

f fix) dx = 3 f(0)
0

Calculemos, en primer lugar, la integral indefinida de la
funcidn f(x) a través de la integracién por partes:

f(x+ a) sen (x) dx =
IR | |

u dv

© Oxford University Press Espaia, S. A.

=(x+a)[—cos (X)] — f[—cos x)]-1-dx=
| I [ |l |

u v u du

= —(x+a) cos (x) + fcos (x)dx =

=sen (x) — (x+a)cos (x) +C

Como el integrando es una funcién continua en todo R,
lo serd también en el intervalo de integracion [0, 7]. En
consecuencia, podemos aplicar la regla de Barrow para
evaluar ahora la integral definida:

f (x 4 a) sen (x) dx = [sen (x) — (x + a) cos (X)]; =

= [sen m — (m + a) cos w] — [sen 0 — (0 + a) cos 0] =
=0—-(m+a) (-] —-[0—a-1]l=wm+a+ta=2a+7
Por otro lado, la derivada de f(x) es:
f(x) = sen (x) + (x + a) cos (x)
que en el punto de abscisa vale:
f(0)=sen0+(0+a)cos0=0+a-1=a

Asi pues, tenemos:
ff(x) dx=3f0)=2a+m=3a=ad=m
0

y, finalmente, la funcién f(x) sera:
fix) = (x + ) sen (x)

Definici(;)n de primitiva de una funcion. Sabiendo que
F(x) = € es una primitiva de la funcién f(x):

a) Comprueba que f(x) es una funcion creciente en R.

b) Calcula el area determinada por la grafica de f(x), el
ejede abcisasylasrectasx = —1Tyx=1.

La funcién F(x) es una primitiva de la funcién f(x) si y
solo si:

Fx) = fix)

Si F(x) es una primitiva de f(x), también lo serd cualquier
otra funcién de la forma F(x) + C, donde C es una cons-
tante, puesto que [F(x) + C]' = F'(x) = f(x). Por esta razén,
la integral indefinida de f(x) se define como el conjunto
de todas las primitivas posibles de f(x). Asi, si F(x) es una
primitiva de f(x), entonces:

f flx) dx = Fx) + C

donde C es la constante de integracion. En definitiva, la
integracion es el procedimiento inverso a la derivacion:
F(x)
Fix) &—— fix)
jf(x) dx
a) Si f(x) es una funcion creciente en R, entonces se
habra de verificar que f'(x) = 0. Como sabemos que
F(x) es una primitiva de f(x), por la definicion de
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b)

primitiva tenemos que f(x) = F'(x). Si derivamos
ambos miembros de esta expresion, resulta que
f'(x) = F"(x). Por lo tanto:

o) = F(x) = ()" = 2(2¢ + 1)e”
Comox*=0VxER

entonces 2xX*+1=1ye“=1V x € R, por lo cual
podemos afirmar que f(x) >0 V x € R. Esto es,
la funcion f(x), no solo es creciente, sino que es estric-
tamente creciente en R.

De la definicion de primitiva, sabemos que
fix) = F'(x) = 2xe*. Esta funcion esta definida en todo R,
es continua (pues resulta del producto y composi-
cion de funciones continuas) y, como acabamos de
ver, estrictamente creciente. Ademas, f(x) es una fun-
cién con simetria impar (esto es, f{(—x) = —f(x)) que
pasa por los puntos (—1, —2e), (0, 0) y (1, 2e). Con
esta informaciéon podemos esbozar la grafica de la
funciéon f(x) y hacernos una idea del recinto cuya
area hemos de calcular.

Ay I

(o))

No

4

N

()}

[

El 4rea, A, de este recinto tiene, por lo tanto, dos con-
tribuciones, A, y A,, que hemos de calcular por sepa-
rado. Como la funcién f(x) es continua en todo R, lo
es, en particular, en el intervalo [—1, 1], asi que pode-
mos calcular estas dreas mediante dos integrales
definidas y por aplicacion del teorema de Barrow:

0 0
f 00 dx| = j o dx| =[]’ =
-1 -1

=le®—e'|=|1—e[=e—1

1 1
A= J fx) dx = j 2xe” dx = | e], =
0 0

A=

(e'—eY=e—1

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Como era de esperar, ambas areas son idénticas,
debido a la simetria de la funcidn. El area total sera,
por lo tanto:

A=A +A,=e—1+e—1=2@—-1)u

48] HaIIadJ 7dx.

VX2 +1

Calculemos, en primer lugar, la integral indefinida. Para
ello, realizaremos el siguiente cambio de variable:

t=x"—1
dt = 2xdx

De este modo, la integral se puede calcular de manera
inmediata:

t—1 dt
1 r 1
2 X%+ 2xdx t—1

e e T

Jdtfdtjvatj§2dt
:Jtmdt_zjz—\/tdt

= \/— 2\/?+c——

Dado que la funcién del integrando es continua en todo
R, también lo es, en particular, en el intervalo de integra-
cion [0 \/— Asi pues, segun la regla de Barrow la inte-
gral indefinida es:

s [2 Vi
" dx= —\/(x2+1)3—2\/x2+1] =
JO Ve +1 3 0

=E\/(\/§2+2)3—2\/\/§2+1]—
—B V(02 + 1) 2\/0%1}
=[§\/F—2\/Z}—E\/T—z\ﬂ}=
16 2 14 8

=——4-Z42=—"1-2==
3 3 3 3

£7 -2Vt +C=

Vo +1P2 =2V +14C

-1
Dada la funcién f(x) = X—, hallad su dominio, sus
3+x°

asintotas, sus intervalos de crecimiento, sus maximos
y sus minimos. Haced una representacion grafica de la
funcion que refleje los datos obtenidos.

La funcidn f(x) es una funcién racional polindémica cuyo
denominador no se anula para ningun valor real de la
variable independiente x, ya que x>0 V x € R, luego
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X' +3=3V xERYy,por consiguiente x¥’ +3>0V xER.
Asi pues, podemos afirmar que el dominio de esta fun-
cioén serd toda la recta real, esto es, Dom f(x) = R, y, por lo
tanto, su grafica no tendra asintotas verticales. Ademas,
la funcioén f(x) es continua y derivable en todo su domi-
nio de definicién. Como el grado del denominador es
superior al grado del numerador, la grafica de la funcion
f(x) posee una asintota horizontal de ecuacién y = 0, por
lo cual no puede haber asintotas oblicuas. Los limites en
el infinito son los siguientes:

A _1
-1 X
lim f(x) =lim =lim =
X—*oo X—>Foo X2 X—>Foo % 3
_+_
X X
1
. X 0" .
= lim = =0
X 1 +i 1+0
XZ

Las dos primeras derivadas de la funcién f(x) son, debi-
damente simplificadas:
—xX*+2x+3
0+ 3)°
Donde se anule la primera derivada podran encontrarse
los extremos de la funcion:
X +2x+3
oC+372

—xX*+2x+3= o:>{

203 —3x*+9x + 3)
(3 +3)®

Flx) = L FX) =

fx) =0
=1

=+3

La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

o 21 =31 —9(=1) +3]
fa==0= (17 + 37 )

_2(=1-Z+9+3) _16 _1

3 =0=7-0
4 52 4
2[3°—3°-9-3+ 3]
f(x, = +3) = =
b =+3) 32+ 3)°
2Q7-9-27+3)_ —12 1 1 -0
123 120 122 144

Luego x; = —1 corresponde a un minimo relativo cuyo

1
valor es f"(x, = —1) = 3 y X, = +3 corresponde a un

1
maximo relativo cuyo valor es fix, = +3) = +g. Por otro

lado, como la gréfica de la funcidn f(x) posee una asinto-
ta horizontal de ecuacidén y = 0, estos extremos han de
ser, ademas, absolutos. Por consiguiente, la funcion f(x)
es creciente en el intervalo (—1, +3) y decreciente en
(Fo0, —1) U (+3, +o0).

En definitiva, sabemos que la funcién f(x) alcanza su

1
minimo absoluto en el punto (—1, _E> y su maximo
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1
absoluto en el punto (+3, +€), y que su grafica tiene

una asintota horizontal de ecuacién y = 0. Ademés, la
funcién f(x) corta a los ejes de coordenadas en los pun-

1
tos (O, —§> y (1, 0). Con toda esta informacién pode-

mos, por ultimo, esbozar su grafica.

Ay
1
5 VB |
) = a3
max.
AH.(y=0) ——
—15] T —To~ -5 ol/ . 10 15X
™~
W 05
min.
1
HaIIadf ———dx.

Vet

Calculemos, en primer lugar, la integral indefinida. Para
ello, realizaremos el siguiente cambio de variable:

t=x"—1
dt = 2xdx

De este modo, la integral se puede calcular de manera

inmediata:
t—1 dt

r
2 K 2xdx t—1

Vet 1 vm’w

J—dt—f—dt—f\/?dt— —dt—
:Jtmdt_zjz—\/tdt

= \/— 2\/}+c——

Dado que la funcién del integrando es continua en todo
R, también lo es, en particular, en el intervalo de integra-
cion [0 \/— Asi pues, segun la regla de Barrow la inte-
gral indefinida es:

s [2 Vi
" dx= —\/(X2+1)3—2\/x2+1] =
JO Ve +1 3 0

gP/Z—Z\/;-FC:

VO +1P2 =2V +1+4C
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=E\/(\/§2+2)3—2\/\/§2+1}—
—[E\/(OZ+1)3—2\/02+1}=

3
=[§\/F—2\/Z}—E\ﬁ—z\ﬁ]=
16 2 14 _ 8
=2-4-S+2="Tr2="
3 3 3 3

Hl Consideramos la funcidn f(x) = 2 arctg x — x. Calculad,
su dominio, sus intervalos de crecimiento, sus maxi-
mos y sus minimos. Calculad f(0) y lim f(x), lim f(x).

X—>+too X—>—oo

Dibujad una gréfica de la funcién que refleje los datos
obtenidos.

Por un lado, sabemos que el término lineal, —x, que apa-
rece en la funcion f(x) esta definido para todo R. Por otro
lado, debido a que la tangente de un angulo (restringi-
do este entre — /2y +m/2, pues no se trata de una fun-
cién biyectiva) puede adoptar cualquier valor real, su
funcién inversa, es decir, la funcion arco tangente, puede
ser calculada para cualquier valor real. Asi pues, como
suma y composicion de funciones definidas en toda la
recta real, el dominio de la funcion f(x) serd, asimismo,
toda la recta real, esto es, Dom f(x) = R. Por consiguien-
te, su grafica no tendra asintotas verticales. Ademas, la
funcién f(x) es continua y derivable en todo su dominio
de definicién, es decir, en todo R. Los limites en el infini-
to que se piden son los siguientes:

Iirp f(x)=|ir11 [2arctg(x) — x] = 2arctg(+oo) — (+o0) =
v
+3)

lim f(x) =lim [2arctg(x) — x] = 2arctg(—oo) — (—o0) =

X—>+oo X—>—oo

e
— 2 I 4 o= —m 4 o= 4o

Debido al término lineal, —x, esta funcidn tiende a F
para x — *eo de forma lineal, por lo cual podriamos pre-
guntarnos si posee alguna asintota oblicua de ecuacion
y = mx + n.Comprobémoslo:

. fix) .. 2arctg(x) —x
m=Ilim —=Ilm —————=
X—teo X X—>*oo X
2
e e 14X
= [ Indeterminacion —| =Ilm —— =
+ oo X—+oo 1
2
__’I N
+oo 0" —1
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n=lim [fix) — mx] = lim [2arctg(x) —X +x] =

X—eo X—>Foo

= 2arctg(*eo) = 2(t§> =1

Luego, en efecto, la grafica de la funcién f(x) posee dos
asintotas oblicuas, una para x — +oo y otra para x — —oo,

cuyas ecuaciones son:
y=—Xx+m parax— +oo

y=—X—T parax— —oo

Por lo tanto, no podra haber ninguna asintota horizontal.

Analicemos ahora los extremos y el crecimiento de esta
funcion. Las dos primeras derivadas de la funcién f(x)
son, debidamente simplificadas, las siguientes:

1-xX &
_1+x2’f(x)_

(1+x°
Donde se anule la primera derivada podran encontrarse
los extremos de la funcion:

f'x)

1—x
7, — — — — = +
f(x) 04:)—1+X2 0o1—-xX¥=0sx==*1

La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

+4
f’(X1=_1):T:+1 >0,

f”(X2=+1)=T=—1<0

Luego x; = —1 corresponde a un minimo relativo cuyo

K
valor es fix;,= —1) =1 DY y X, = +1 corresponde a un

. . e
maximo relativo cuyo valor es fix,= +1) = ? — 1. Por

consiguiente, la funcién f(x) es creciente en el intervalo
(—1,+1) y decreciente en (—oo, —1) U (+1, +o0).

En definitiva, sabemos que la funcién f(x) alcanza un

. . ™ (o
minimo relativo en el punto (—1, 1 - ?) y un maximo

. g PP
relativo en el punto <+1,? — 1,y que su grafica tiene

dos asintotas oblicuas de ecuacidon y = —x = . Ademas,
como f(0) = 2 arctg(0) — 0 = 0, la funcién f(x) pasa por el
origen de coordenadas, esto es, por el punto (0, 0). Con
toda esta informaciéon podemos, por ultimo, esbozar su
gréfica.

Matematicas II

31



ACTIVIDADES PAU

Analisis (continuidad, derivadas, integrales y funciones) (continuacion)

Z Dada la funcién f(x) =

/Y
6 Y

4

—+ oo _r
“IWAK) = 2arctg (%) T x T AQ. (Y= Fx+ )

N 5 .
max.
—6 —4 =) NN .4 X

~{ min.

- ,

AOlly & +x + )™

N

[©))

ax’ + bx + ¢, determinad a, by c
0

para que se cumpla que f(0) = f(—1) = 1,] fx)dx = 2

-1
Si la funcion f(x) = ax* + bx + cha de verificar que
f(0) = f{—1) = 1, tenemos:

f0)=1c=1
f(-)=1oa-b+)¥Y=Ysa=b

Por otro lado, como:

Jf(x)dx—J (3)(3+—x2+x)dx—
:[ﬂmﬂm} (_ﬂ __1) 0
3 2 3 2 6

entonces:

0
-6
J f(X)dX=2<:>aT=2<:>a= 18

-1

Por lo tanto,a =b =18y c =1, con lo cual la funcién f(x)
que buscamos es:

X) =18x"+ 18x + 1

Buscad una funcion, que llamamos f(x), que pase por
el punto (1, 3) y cuya derivada sea la funcion x In x.

Calculad el dominio de f(x) y lim f(x).
X—>+oo
Si la funcion que buscamos, f(x), tiene como derivada

f'(x) = x In(x), entonces f(x) es una primitiva de f(x). En
consecuencia:

- f Fx)dx = J'x In(x)dx

Esta integral indefinida puede calcularse utilizando el
método de la integracién por partes:
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F Seaf(x) =x e~

fln(x) xdx = In(x) %xz = f%xz 1 dx =
IS | Y B I | | [ L’

u dv u v v du

=lx2In(x)—1—dex=llen(x)—lx2+C
2 2 2 4

Por otro lado, si la funcién f(x) ha de pasar por el punto
(1, 3), entonces:

1 1
i)=3e—In(1)——+C=3o
2 4

1 1
4:)—~0—Z+C=3<:>

13
C=—
2 4

En definitiva, la funcién buscada es:
1 1 13 1 1 13
X) ==X Inx) ——x +—=—x|In(x) == | + —

2 4 4 2

A causa del término logaritmico, la funciéon f(x) sélo esta
definida para aquellos valores de la variable indepen-
diente, x, que hagan que el argumento del logaritmo sea
estrictamente positivo, esto es, x > 0, luego:

Dom f(x) = (0, +o0)

El limite en el infinito de esta funcion es:

lim f{x) = lim {lxz [In(x) - l} + E} -
X0 X—=teo | 2 2 4

.Calculad su dominio, sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento, y sus puntos de inflexion.
Calculad lim f(x) y| I|m f(x). Dibujad una grafica de la

X—>+oo

funcion que refleje Ios datos obtenidos.

La funcién f(x) = x’e “es el producto de una funcién
exponencial y de una funcién polinémica, ambas conti-
nuas y definidas en toda la recta real. Asi pues, f(x) es
continua y esta definida en toda la recta real, por lo que
Dom f(x)=R. Sus tres primeras derivadas son las
siguientes:

(=% +3x3%e ™ f ) =0 — 6x2+6x -
f’” = x3+9x2—24x+6)

Los extremos serdn aquellos en los que se anule la
primera derivada:

fix) = (—x* + 3x%)e
sxX(—x+3)= O(:){

=0 —xX+3¢=0&s
x; =0
X, =3
La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

9

fx,=0)=0, f(x,=3)=——-<0
eS

luego x;

inflexién, mientras que en el punto de abscisa x, =

= 0 podria corresponderse con un punto de
3 hay
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un maximo relativo cuyo valor es f(x, = 3) = 27/€’. Por lo
tanto, la funcion f(x) es creciente en (—oo, 0) U (0,3) y
decreciente en (3, =), y el punto (3, 27/€’) serd su méaxi-
mo absoluto.

Los puntos de inflexion se encontraran donde se anule
la segunda derivada:
)= —6xX+6x)e"=0x —6xX+6x=0&
=0
ox(K—6x+6)=0 X3—3+\/_
=3-13

Puede comprobarse que la tercera derivada evaluada en
dichos puntos es distinta de 0, luego se tratan, en efecto,
de puntos de inflexién. El valor de la funcién en estos

puntOS es:
2027 +15V3)
\/§

—0, flx,=3+1V3)=
2027 -15V3)

e V3

=3-13)=

Como es en x, = 3 donde se encuentra el maximo, es
aqui donde la funcion es abierta hacia abajo. Si tenemos
en cuenta que la curvatura cambia en cada punto de
inflexion, concluimos que f(x) ha de ser abierta hacia
abajo en (—e, 0) U (3 ~1/3,3+ \/§) y abierta hacia

arriba en (03 \/—) (3+\/_ )

En definitiva, los puntos criticos de la funcién f(x) son:

(27+15\f)>

e3tVE

méaximo absoluto: (3, 27/€%)

puntos de inflexion: (0, 0) (3 + \/_

Los limites de esta funcion en el infinito son:

lim f(x) =lim x¢ *= —c0- ™ = —co (+o0) = —oo
X——oo X—>—oo
lim fix) =lim xXe "= +o-e "=
X—+oo X—>+oo
X, 3x°
= [Indeterminacién +-07]=lim =" =lim —=
X—>+eo @ X—teo @
., tee o 6x
= | Indeterminacion — —| =lim —(=
4+ oo X—teo @

[l

s sl A 6 N
= | Indeterminacion — | =Ilim — = =0
+ +

Del limite en +eo deducimos que la grafica de la funcion
fix) posee una asintota horizontal por la derecha de
ecuacion y =0.

Con toda esta informacion, podemos, por ultimo, esbo-
zar la gréfica de la funcién f(x).
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3 i
2
max.
1 —] il
Pl T = xe
Pl. N
—1 0 4 L 7 X
/_ 1 AH.(y=0)
[
—3

B3 Estudiar los siguientes limites:

a) lim (e*—x?)
X—>+oo
4)( X
b) lim ——>
x>+ 3"+ 6

a) Este limite presenta una indeterminacién de tipo
oo — o0, mas como la funcién exponencial f(x) = e*
crece en el infinito mas rapido que cualquier funcion
potencial g(x) = x", es evidente que Iim e >limx’ =

X—>00

= lim (¢* — x?) = . No obstante, si se desea, puede

X—y00

comprobarse este resultado:
. : e’ A
lim @ —x) =limxX*|—=—1|=lm|—| =
X—>o0 X—>o0 X2 X—>o0 X2

ex I'H ex
=lim|(—]| =lim|[—]|=
x—e0 \ 2X x—00 \ 2

b) Este limite presenta una indeterminacién de tipo
oo/co, pero como una funcién exponencial f(x) = a’,
con a > 1, crece en el infinito tanto mas rapido cuan-
to mayor sea la base, es evidente que el limite pedi-
do es nulo, pues en el denominador se encuentra la
exponencial con base mayor y este crece en el infini-
to mucho mas rapido que el numerador. Si se quiere
calcular, se obtiene dicho resultado:

4X 5X

X, ox =~ T=

’ 4+ 5 ’ 6 6
m|\——|=m| 0 | =

xom \ 3+ 6] o= | 36"

=

6 6

yaquelima=0si0<a<1.

X—o0
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i Obtener los maximos y minimos relativos, y los puntos
de inflexion de la funcién:

f(x) = x(In(x))?
Siendo In (x) el logaritmo neperiano de x.

Antes de calcular los extremos y puntos de inflexion,
adviértase que la funcién f(x) = x(In(x))’ solo esta defini-
da para valores de la variable independiente estricta-
mente positivos, ya que el logaritmo asi lo exige:
Dom f(x) = {x € R / x > 0}. Las tres primeras derivadas
de la funcion, debidamente simplificadas, son:

fx) = InX)(In(x) + 2), fx) =2 In(x%
00 = — 2 I)r:z(x)

Los posibles extremos seran aquellos en los que se
anule la primera derivada:
fx) =InX)(Inx) +2)=0=
InX)=0=x,=e"=x, =1
2

1
INX) +2=0=In(x) = —2=x,=e" ==

El signo de la segunda derivada en dichos puntos es:

In(1) +1 _

Flx, = 1) =2 2>0

Por lo tanto, la funcién alcanza un minimo en x;, = 1,
cuyo valor es fix; = 1) = 1(In(1))? = 0; y un maximo en

1 1 1 1T\\* 4
x2=?,cuyovaloresf x2=? =? In el =?.

El posible punto de inflexién se encontrard donde se
anule la segunda derivada:

In(x) + 1
f”(x)=2T:o:>|n(x) +1=0=>

7 1
Sh=-1=2x=e'=—
e
Como la tercera derivada evaluada en dicho punto no se
anula:

=2e’#0

2

1
2 |n<—2)
f,,<x _ 1>_ __\e)
=)=
1

e2

podemos asegurar que, efectivamente, se trata de un
punto de inflexion. En este punto de inflexion la funcion

1 1
vale: f(x3 = —) =—
e e
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En conclusion, los puntos criticos de la funcién son los
siguientes:

e minimo relativo en (1,0)

. . 1 4
e maximo relativo en <—2—2
e e

1
e punto de inflexion en (—, —)
e e

a) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el area de la regién
acotada comprendida entre la grafica de la funcién:

fx)=o* + %xz +1

El eje OXylasrectasx = 0,x = 1.

b) Hallar el valor de c para el cual el area obtenida en
el apartado a) es minima.

Para cualquier valor de ¢ # 0, la funcién f(x) es una fun-
cion polindmica de cuarto grado con simetria par, es
decir, simétrica con respecto al eje OY, pues f(—x) = f(x).
Ademads, como c es estrictamente positivo, las dos ramas
laterales seran ascendentes. Por otro lado, f(x) no posee
puntos de corte con el eje OX, pues puede comprobarse
que la ecuacién bicuadrada:

1
cx4+?)(2+1=0

no posee soluciones reales para cualquier valor de
¢ > 0. Asi pues, si las ramas laterales son ascendentes y
la funcion no corta al eje OX; la funcidn f(x) queda siempre
por encima de dicho eje. Por ultimo, para todo ¢ > 0, es
evidente que f(x) pasa por el punto (0,1), que es su mini-
mo absoluto, Unico extremo que posee la funciéon. Por
tanto:

a) El érea solicitada esta por encima del eje OX, y pode-
mos calcularla directamente segun:

Yy A

TX)/

6
152

\
\
\

(U]
~~ |

N

w

N
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b)

1 1
A= j (cx“-l—?xz%— 1>dx=F(1) — F(0)

0

La primitiva de f(x) se calcula de manera inmediata:
4, 1 c 1

F(x) =f =X+ 1)dx=—x+—x+x+K
c 5 3c
Y, finalmente, el area resulta ser:

c 1
A=F1)—FO) == +—-—+1/
5 3c
Con el fin de hallar el valor de ¢ para el cual el area es
minima, debemos optimizar la expresiéon anterior
como si fuera una funcién de la variable c. Las dos

C 1
primeras derivadas de la funcion A(c) = B + 3¢ +1
son: ¢
Alc) L L A”(0) 2
=——=—5 Al)=—3
5 3¢ 3¢
Los posibles extremos son aquellos en los cuales se
anule la primera derivada:
Alc) = =0=3c*-5=0=>

L
3c?
1
¢ = +§\/ 15
=

¢ = —%\/E

Como ¢ > 0, la solucidn negativa, ¢,, no es valida.Vea-
mos el signo de la segunda derivada en la solucién
positiva, ¢;, para comprobar si corresponde a un
minimo:

1 1
A”(q = +§\/15) >0, A”<c2 = —g\/ 15> <0

En consecuencia, el drea es minima para el valor

¢ = %\/G.

1
5

] Dada la funcion:

f)=e™ 0%+ 1)

se pide:

a)

b)

a)

Dibujar la gréfica de f, estudiando el crecimiento,
decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.

1
f f(x)dx
0

La funcién f(x) = e * (x> + 1) es el producto de una
funcion exponencial y de una funcién polinédmica,
ambas continuas y definidas en toda la recta real.
Por lo tanto, f(x) serd continua, estara definida en

Calcular:
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toda la recta real y, como no se hace infinita para nin-
gun valor finito de la variable x, una grafica de f(x)
carece de asintotas verticales. Las tres primeras deri-
vadas de la funcién, debidamente simplificadas, son:
fix)=—e ™ (x— 1% ) =e*x— 1)x—3),
f(x) = —e (¢ —6x+7)

Los posibles extremos seran aquellos en los que se
anule la primera derivada:

fix)=—e*"x—1°=0=Kx—-112=0=x,= +1
La segunda derivada evaluada en este punto es:
f'x,=+1)=0

luego no se trata de un maximo ni de un minimo;
podria ser, sin embargo, un punto de inflexiéon. La
funcién f(x) no posee ni maximos ni minimos; como
es continua, esté definida en toda la recta real; y, ade-
mas, la exponencial decreciente domina sobre el tér-
mino polinémico. Es evidente que f(x) es decreciente

en R—{+1}. También podemos comprobar este
hecho viendo que f(x) <0V x # 1.

Los posibles puntos de inflexion se encontraran don-
de se anule la segunda derivada:

F0 = e (x — ix — 3) = 0:{22 s

Como la tercera derivada en dichos puntos es distin-
ta de cero, se tratan, efectivamente, de puntos de
inflexion. El valor de la funcién en dichos puntos es

2 10
fx, = +1) = PR fix,= +3) = ?.En conclusion,

los Unicos puntos criticos de la funcién son:

2
e punto de inflexion en (1,—)
e

. ., 10
e punto de inflexion en 3,?

Evaluemos la segunda derivada en un punto situado
entre el 1y el 3; por ejemplo, f(x = +2) = _e—z < 0.

Esto nos indica que la funcién esta abierta hacia aba-
joen elintervalo (1, 3), por lo que estara abierta hacia
arriba en (—oo, 1) U (3, ).

Por ultimo, la grafica de f(x) posee una asintota hori-
zontal en y = 0 que lo es solo por la derecha, ya que:

X
X—>+oo X—+oo Xx—+oo

2X L'H 2 L'H
= lim % = lim — =0
X—oteo | € X—+oo | @

lim fix) = lim [e ¥ (x*+ 1)] = o

X—>+oo X—>+eo

lim 00 = lim [e* (6 + 1)] = lim {Xz+ 1}”:

La gréfica de f(x) carece, por tanto, de asintotas oblicuas.
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L
=
>

NP1, 27e)
e
AR PL(3,10/€)
A
™~ AH.{y = 0)
\\
—41 10 2 3 4 5 7 )?

b) Como f(x) es estrictamente positiva en toda la recta
real, lo es, en particular, en el intervalo (0, 1). Asi pues,
la integral que se solicita coincide con el area de la
regién comprendida entre la funcion, el eje OX, la
recta x = 0y la recta x = 1.Calcularemos la primitiva
de f(x) mediante el método de integracién por partes:

Fix) = f(x2 + Nedx=0¢ + 1)(—e™ — J(—e’x)2xdx =
| I |

u dv u v v du
=—02+ Ne *+ f2xe’xdx =

I | E—

u dv

= —0¢+ N(—e ) + 2x(—e ) — [(—e2dx =
Ll | | I |
u v v du
=02+ 1Ne ™ —2xe ¥+ 2|edx =
=—(+2&x+3)e +K

Y, finalmente, la integral definida es:

ff(x)dx = F(1) — F(0) = (—9) (-3)= —g
] a) Calcular:
fxs In (x) dx

Donde In (x) es un logaritmo neperiano de x.

b) Utilizar el cambio de variable x=¢' — e para
calcular:

1
[
Va+x
Indicacion: Para deshacer el cambio de variable
utilizar:

In<x+v2m)
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a) Calcularemos esta integral por partes:
4 4
X X1
jln(x)x3dx = In(x)— — f——dx =
| 4 4 x

Il |1 [ I ) |

u dv u v v du

M e — [ | = oo = X _
—4{x In(x) fxdx} 4[x In(x) 4]+K

- X—[In(x) - l} YK

4 4
b) Apliquemos el cambio de variable propuesto:

x=e' —e'=dx=(e"+ e )dt

Va+xi=\Va+ (@ +e )=
=Va+ )+ (e ) —2efe =
=Va+er+e¥-2=Ver+e¥+2=
=V +e P =(e+e
Asi pues, la integral quedara como

-I f_l_ —t
| de= | ete) g
4+x° (e +e)

X+ 4+x2)
— ]+

=J1dt=t+K=Iog( 5

una vez deshecho el cambio de variable segun la
indicacién del enunciado.

H] Dada la funcién

3x

X —4

fix)=1-—

Se pide:

i) Dominio y cortes con el eje x.
ii) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
iii) Asintotas horizontales y oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.
v) Representacion grafica aproximada.

i) Lafuncion:

3x X —3x—4
X¥—4 xX-4
viene definida por una expresién racional polinémica
cuyo denominador se anula en x= *£2, no asi el
numerador. Por lo tanto, Dom f(x) = {x/x* — 4 # 0} =

=R —{%x2}. Sus puntos de corte con los ejes de
coordenadas son los siguientes:

EeOX:fx)=0=xX—3x—4=0c

o X, =—1=(-1,0)
X, =4=(4,0)

fx)=1-—

Eje OY:f(0)=1=(0,1)
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ii) Dado que la funcién es continua en su dominio de
definicién, esto es, en R —{*+2}, su gréfica sélo
podra tener asintotas verticales en x = =2. Calcule-
mos los limites laterales de f(x) en dichos puntos:

3x —6
lim fx)=Ilim [1— =1——=
x—l>—21' (X) x—l>—2i ( X2 — 4) 04r

=1 —(+o0) = Foo

3x 6
lim fx)=1i 1- =1—-—=
XJ)rI]Zi (X) X~I>I:nzi ( X2 — 4) 0

=1—(Ffo0) = Foo

Asi pues, la gréfica de f(x) tiene, en efecto, un par de
asintotas verticales en x = =2, puntos en los cuales
la funcién presenta discontinuidades inevitables de
salto doblemente infinito.

iii) Como el grado del polinomio presente en el nume-
rador es el mismo que el grado del polinomio que
aparece en el denominador, la grafica de la funcién
f(x) posee, asimismo, una asintota horizontal. Calcu-
lemos los limites de esta funcién en el infinito:

3
im o =tim (1 -2 -

. 3x .., TFoo
=1—-Ilim ———=1— [ Indeterminacion — | =
X—>Foo X2 — 4 ~+ oo
3¢ 3
S m o o m =X -
T 4 Jlf'r_ﬁ _
XX P2
0" 0" N _
= 1 — 1 - 07 = 1+

:'I _—=
1-0" 1

Por lo tanto, la gréafica de f(x) posee una asintota
horizontal, por ambos lados, de ecuacion y = 1. Al
tener una asintota horizontal, no puede tener nin-
guna asintota oblicua.

iv) La primera derivada de la funcién f(x) es:

3+ 12
(P —4)

Dado que 3 +12#0V x € R, la derivada de esta
funcién no se anula en ningun punto, luego f(x) no
posee extremos. Para analizar su crecimiento y
decrecimiento evaluaremos la primera derivada en
cada uno de los tres trozos de la funcion:

'(x)

29
fx=*x3)=—>0=

25
= f(x) es creciente en (—oo, —2) U (42, +o0)
12 3
fx=0=—=—>0=
16 4

= f(x) es creciente en (—2, +2)
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Por consiguiente, la funcidn f(x) es creciente en todo
su dominio.

v) Con toda la informacion obtenida hasta ahora, po-
demos, finalmente, esbozar la gréfica de esta funcion:

| A T [Av.=D2
|| ’
) =1+ - A’ I
4 /
/
/

11/

L — ; p. AH(}:‘”

/ ol
-6 —4 2 [10 4 X

N

[0}

AV|(x = —+2)

& En un triangulo isésceles de base 12 cm (correspon-
diente al lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe un
rectangulo de forma que uno de sus lados esta sobre
la base del triangulo y dos de sus vértices sobre los
lados iguales del triangulo. Calcular las dimensiones
(base y altura) del rectangulo para que su area sea
maxima.

Denominemos x e y, respectivamente, a la base y a la
altura del rectangulo inscrito en el tridngulo isdsceles.
Asi pues, el drea de este rectangulo sera:

Axy)=x-y

10cm

h=

\ X \
b=12cm

Ambas variables son, l6gicamente, positivas, esto es,
x=0e y=0.Ademas, como el tridngulo isésceles en el
cual se inscribe el rectdngulo tiene 12 cm de base y
10 cm de altura, es evidente que 0=x=12y 0=y =10.
A medida que crece la base, x, del rectdngulo, dismi-
nuye su altura, y, linealmente, de manera que si x =0,
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entonces y =10,y si x =12, entonces y = 0. En conse-
cuencia, tenemos la siguiente relacién lineal entre x e y:
10  120—10x 60— 5x

=10——x=
y 12 12 6

Introduciendo esta relacién en la expresion del area del
rectangulo, resulta:
60 —5x\ 60x—5x
A(X) =X- =
6 6

funcion de una variable que debemos optimizar. Las dos
primeras derivadas de esta funcion son:
_ 60— 10x 5

s A =~

AW) 6 3

Los extremos posibles se localizaran donde se anule la
primera derivada:

60— 10x

Alx) 6

=060—-10x=0<=x=6
Como la segunda derivada es negativa para todo valor
de x, este punto corresponde, en efecto, a un maximo.
Por lo tanto, el rectangulo inscrito de mayor superficie
posible tiene por base x=6 cm y por alturay =5 cm,y
su drea es A=30cm’.

[#A i) Enunciar el teorema fundamental del célculo.

X =27

ii) Calcular la integral | ——dx.
) 9 sz —2x+1

i) El teorema fundamental del célculo integral afirma
que si una funcién f es continua en el intervalo
cerrado [g, b], y la funcién F viene definida en dicho
intervalo como:

entonces F es derivable en el intervalo abierto (g, b)
y se verifica que F(x) = fix) V x € (a, b).

ii) Para calcular la integral indefinida de esta funcién
racional polinédmica, efectuaremos primero la divi-
sion indicada, ya que el grado del polinomio que
figura en el numerador es mayor que el grado del
polinomio que hay en el denominador y no parece
haber ninguna simplificacién de factores:

_xX-2¢ _J . S P
X2t T\ k)T

X
deX‘fmdx

La primera integral es inmediata:

fxdlexz+C
2
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Para efectuar la segunda integral aplicaremos el
método de las fracciones simples, pues comproba-
mos que en el numerador no aparece la derivada
del denominador ni un multiplo de esta. Escribire-
mos dicha integral de la manera siguiente:

X X
fx2—2x+1 dx_f(x—”2 dx

Asi pues:
X A B

== +
x=1° x—1 (x—1)
Sx=Ax—1)+BVxeER

Si evaluamos esta ultima expresién en x =1y, por

ejemplo, en x = 2, obtendremos, respectivamente, el

valor de los coeficientes By A:

;&

x=1B=1
x=2A=1
Por consiguiente, el integrando puede ser descom-
puesto de este modo:
X 1 1
x—=1)

x—17% x—1

y la segunda integral queda asi:

X X
fx2—2x+1 dX_J(x—n2 o=
1 1
_f<x—1 * (x—1)2>dx_

1 1 1
= dx + ~dx=In|x—1] ———+C
x—1 x—=1 x—1

En conclusién, la integral da como resultado:

X =2 1 1
—————dx=—xX—In|x—1| +——+ "
X —2x+1 2 x—1

X Calcular el area encerrada por las funciones f(x) = 1 +

+In(x)yglx) =1/xylasrectasx =1yx = 2.

La funcién logaritmica f(x) = 1 + In(x) solo esta definida
en (0, +<), corta al eje OX en el punto (1/ge, 0), no tiene
ningun punto critico ni asintotas, y es creciente y abierta
hacia abajo en todo su dominio. Por otro lado, la funcion

1
glx) = = es una hipérbola con dos ramas cuyo dominio

es R — {0}, no tiene puntos de corte con los ejes de coor-
denadas ni ninguin punto critico, es decreciente en todo
su dominio, abierta hacia abajo en (—eo,0) y hacia arriba
(0, +0), y su grafica posee dos asintotas:

una vertical en x = 0, pues:

1 1
lim gx)=lim —=—= %o

x—07F x—0t X Oi
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y otra horizontal de ecuacién y = 0, ya que:

1 +
lim gx) =lim — = —=0"

1
X—>*oo x—*eo X +oo
Como:
1
f)=g)e1+Inx=—ox=1
X
ambas funciones se cortan en el punto (1, 1). Podemos

esbozar las graficas de estas funciones, asi como el
recinto delimitado por ellas y las rectas x =1y x = 2.

Aly
gx) = 1

¢
X | -

B

W
I,

No

No

En el intervalo que va desde x, = 1 hasta x, = 2 la fun-
cién logaritmica esté por encima de la hipérbola; por lo
tanto, f(x) es mayor que g(x) en este intervalo. Ademas,
ambas funciones son continuas en todo su dominio, por
lo cual también son continuas, en particular, en dicho
intervalo. Asi pues, el drea del recinto delimitado por sus
graficas y las rectas x =1y x = 2 puede calcularse me-
diante la siguiente integral definida aplicando la regla
de Barrow:

A:j [fix) — g(x)]dXZJ [1 +In(x)—%}dx

Obtengamos primero la integral indefinida:

f[1 + In(x)—1—}dx=f1dx+f|n(x)dx—1l dx
X X

La primera y la ultima integral son inmediatas:

J1dx=x+C1

1
f— dx=In(x) + G,
X

La segunda no lo es, pero se puede obtener utilizando el
método de integracién por partes:
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In(x) - 1dx = In(x) - x
L1 1 LI

In(x)dx = f dx =
fnxx ﬁ(
u dv u v v du

=x|n(x)—J‘1dx=xln(x)—x+C3

Por lo tanto:
f[1+ln ——]dx—f1dx+f|n dx—J— =
=X+ xIn(x) — X) +C,=xIn(x) —Inx) + C, =
(x—1)|n()+C

Y, finalmente, el area solicitada es:

Xy 2
A=J [f(x) — g(x)]dx=f [ 1+ In(x } =
X 1

=[x = DINEIT =12 = DN = [(1 = DIn(M] =In 2 v*

@ Dada la funcion

fix) =

x

Se pide:
i) Dominio y cortes en el eje x.
ii) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
iii) Asintotas horizontales y oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.

i) Lafuncién fix) = —x viene definida por una expre-

sién racional polinédmica cuyo denominador se
anula en x =4, no asi el numerador. Por lo tanto,
Dom f(x) = {x/4 — x # 0} = R — {4}. Esta funcion corta
los ejes de coordenadas en el origen, ya que f(x) =
=X =02x=0c(0,0)yf(0)=0< (0,0).

ii) Dado que la funcidén es continua en su dominio de
definicion, esto es, en R — {4}, su gréfica sélo podra
tener una asintota vertical en x = 4. Calculemos los
limites laterales de f(x) en dicho punto:

lim fix) =lim X _1¢

x—4* x—4* 4 — x O+

— = Foo

Por lo tanto, la grafica de f(x) tiene, en efecto, una
asintota vertical en x = 4, punto en el cual la funcion
presenta una discontinuidad inevitable de salto
doblemente infinito.

iii) Como el grado del polinomio presente en el nume-
rador es una unidad mayor que el grado del polino-
mio que aparece en el denominador, la grafica de la
funcion f(x) posee, asimismo, una asintota oblicua.
Calculemos la pendiente, m, y la ordenada en el ori-
gen, n, de esta asintota:
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. o) X
m=Ilim —=Iim =
Xxoteo X x—ote 4 —X

X

+ oo
= | Indeterminacion — | = lim =
T oo x>t 4 X
x X

lim ! 1
=1l —_— = —
xore K —1
=
+x|=
4 —x

——1
. 4x ., oo
=lim | ——|=|Indeterminacién — | =
4—x +oo

X
4%

n=Ilim [f(x) —mx] =Ilim [

X—Foo

— |‘ 4 — 4 —
OV S

x X X
Por lo tanto, la grafica de f(x) posee una asintota
oblicua, por ambos lados, de ecuacion y = —x — 4. Al
tener esta asintota oblicua, no puede tener ninguna

asintota horizontal.

—im X
ot 4 X

iv) Las dos primeras derivadas de la funcién f(x) son,
debidamente simplificadas:
_ Xx(8—Xx) 32

0= "=y

Donde se anule la primera derivada podran encon-
trarse los extremos de la funcion:

X(8 — x)

fix) =0 =0 x(8—x)=0 (:){X1:0

X, =8

4-x"
La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

f"(x; = 0) =£=l>0, f"(x, = 8) _32 —l<o

64 2 —64 2
Luego x, =0 corresponde a un minimo relativo
cuyo valor es fix,=0)=0, y x;, =8 corresponde a
un maximo relativo cuyo valor es f(x, = 8) = —16.
Ademads, debido al comportamiento asintético de la
funcidén en *£oo y en x =4, estos extremos no pue-
den ser absolutos. Por lo tanto, tenemos un minimo
relativo en el punto (0, 0) y un maximo relativo en el
punto (8, —16). En consecuencia, la funcion f(x) es
creciente en (0, 4) U (4, 8) y decreciente en (—oo, 4)
U (8, +o0).

v) Finalmente, a partir de la informacién obtenida
hasta ahora, podemos esbozar la gréfica de esta
funcion.

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Z )
] s AV (x = 4)
N fx)|= ——
“3\\ 0
. :
min
—15| =10 /"5 | O ; 10 | 1 0 X
|~
0
o'l
15 O
max:. [\
0 /AN
N ¥
N
_‘_5

H Se quiere construir una caja (sin tapadera) de base
cuadrada y con un volumen de 250 cm’. Calcule las
dimensiones de la base y la altura de la caja para que
su superficie sea minima.

Denominemos x e y, respectivamente, al lado de la base
cuadrada y a la altura de la caja sin tapa que se desea
construir. La superficie total, S, de esta caja sera:

S(x, y) = x>+ 4xy

X

Ambas variables deben ser, como es légico, estrictamen-
te positivas, es decir, x > 0e y > 0. Ademas, como el volu-
men, V, de la caja debe ser de 250 cm’, tenemos la
siguiente relacion entre las variables x e y:

250
V(x,y) = X’y = 250 SY="5

Si introducimos esta relacién en la expresién de la
superficie total de la caja, resulta:

250

S =+ 4 =+ 1000

funcién de una sola variable que hemos de optimizar.
Las dos primeras derivadas de esta funcién son:

000 2000
7 S =2+~
S5"(x)

1
SX)=0 2x—
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Los extremos posibles se localizaran donde se anule la
primera derivada:

1000
5’(x)=0<:>2x—7=0(:>2x3=1000<:>
= x="/500=5V/4

La segunda derivada evaluada en este punto es:

sx=5Va)=2+-220 _5+2%%0 ;5 4-6>0
(sVa)

500
luego se corresponde con un minimo. La altura sera:
250 250 10 10 5
(sva) 2516 V28 22 V2
5(V2)' sVa

2 2

y:

En conclusidn, la caja debe tener una base de x = 5\/7
~7,94 cm de lado y una alturade y = 5\/_/2 3,97 cm.
La superficie total de esta caja es minima e igual a:

s=(5Va) +4-(5V4) + (5\[>
= (5Va) +2-(5V4) =3-(5Va) =3-25V16 =

3 3
=75-2V/2=150V/2 ~ 188,99 cm?

y su volumen sera:

V= (5\3/2)2. 5\;/‘_‘ _ (5\32/@3 ‘ 122.4

tal y como se pedia.

=125-2=250cm?

{3 Calcular la integral:

. X +1
xI—I>TwJX2+1dX

Para calcular la integral indefinida de esta funcién racional
polinémica, en la cual no parece haber ninguna simplifi-
cacion de factores, efectuaremos primero la division
indicada, pues el grado del polinomio que figura en el
numerador es mayor que el grado del polinomio que
hay en el denominador:

X+1 1—x 1 X
x2+1°I _J< +x2 )dX_J(XerZH x2+1>dx_

J f b sziﬂ'x:

1 1
25x2+arctg(x)—zln]x2+ 1+C
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X+

Calcular el area encerrada por las funciones f(x) =
+xX+1ygx) =2x+ 1.

La funcién f(x) = x> +x* + 1 es un polinomio cubico que
corta al eje OY en el punto (0,1). Tiene un maximo relati-
vo en (—2/3,31/27) y un minimo relativo en (0,1). Por
otro lado, la grafica de la funcién g(x) =2x+ 1 es una
recta de pendiente positiva que corta los ejes OX'y OY,
respectivamente, en los puntos (—1/2,0) y (0,1). Ambas
funciones estan definidas y son continuas en todo R.
Calculemos ahora los puntos de interseccion de la fun-
cioén f(x) y la funcién g(x):

fX)=gx) X +xX+T=F+TX+xX - 2x=0

X; = —2
oxX+x—2)=0={x,=0
X3 = +1

Si,ademas, tenemos en cuenta que en *ela funcion f(x)
tiende a e con mas rapidez que la funcién g(x), pode-
mos ya esbozar las grédficas de ambas funciones, asi
como los recintos por ellas delimitados.

Ay I
I glx) = 2x + 1

/

N

w

N
T~

A

-

N

[IF]

~

I
I

Como ambas funciones son continuas en todo R, lo son
en el intervalo [—2, 1], por lo que podemos calcular el
area comprendida entre ellas mediante integrales defi-
nidas y aplicando la regla de Barrow. En el intervalo
(—2,0) la funcién f(x) es mayor que la funcién g(x), pues
la grafica de aquella queda por encima de la de esta. Por
el contrario, en el intervalo (0, 1) es la grafica de g(x) la
que esta por encima de la de f(x), luego aqui g(x) es
mayor que la funcién f(x). Asi pues, las dreas, A, y A,, de
los dos recintos se calculan de la siguiente manera:
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X, 0
= f [fx) — g(x)]dx = f (3¢ + x> — 2x)dx =

X -2

Vool s o o (a8 _4_8
—[Zx+3x3 XZ]20<%3 )

A= f 3[g(x) — fix)ldx = f(—x3 — X'+ 2X)dx =

Xy 0

1 1 ! 1 1 5
P S <) [ (LU RVEY | By,
4 3 0 4 3 12
Por ultimo, el area total, A, comprendida entre las grafi-
cas de ambas funciones es:

8 5 37
A:A1+A2=§+E—EU2

[ Calcula los siguientes limites:
Vx+1—-Vx-—
X+2-\Vx-—

Para dar con los limites solicitados, resolveremos, en cada
caso, las indeterminaciones que vayan apareciendo:

) lim ————— xri- Vx|l [Indeterminaciénm_w}z
V-2 SRR
:Hm!(vx+1—vx—1).(vx+1+vx—1)_
(

\/x+2—\/x—2)-(\/x+2+\/x—2)

] Vx+2+Vx—2 B
Vx+1+Vx+1

K+ — =1 Vix+2)+Vix—2)

ol X2 =)\ V=)

i x+1—x+1 Vx+2+Vx
o x+2—x+2 \/)(T+\/—
2 \/_+\/_

=y
-

i) lim InV1—cosx
ii) lim

x-=2 |In (1 — cos x)

i) lim

X—>+oo

N

=lim

ol A b1+ Vx—1
1 lim Vx+2+ Vx
20 x+1+Vx—1

1 L, o
=5 Indeterminacion — | =

(o]

(\/XT+\/—)

(\/XT+\/—)
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lim ———
x—»=/2 In (1 — cos X)

i U0 V1~ cosx)
x—m/2 [In (1 — COS X)]
1 ) 1

ii) In V1 —cosx [

LH
Indeterminacion E] =

-sen x
\/1 — COS X 2\/1 — COS X
= lim =
X—/2
sen x
1 —cosx
seh X

T—=cos x

[ Halla el maximo relativo, el minimo relativo y la asin-
tota oblicua de la funcién
X +2x—2
fX)=——
x—1

X+ 2x —

2
La funcion fix) = esta definida por una expre-

sion racional polinémica cuyo denominador se anula en
x =1, no asi el numerador. Asi pues, Dom f(x) = {x/x —
—1#0}=R —{1}. Como la funcién es continua en su
dominio de definicidn, es decir,en R — {1}, su gréfica tie-
ne una asintota vertical en x = 1:

lim ) = lim ) = —X2+2X 2_1 ..

x—1* x—1* —1 0
En dicho punto la funcion presenta una discontinuidad
inevitable de salto doblemente infinito. Ademas, dado
que el grado del polinomio presente en el numerador es
una unidad mayor que el grado del polinomio que apa-
rece en el denominador, la gréfica de la funcion f(x)
posee una asintota oblicua cuya pendiente, m, y cuya
ordenada en el origen, n, son:
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_ii @—I' X+2x—2
m = lim =lm —5——=

X—Feo X X—Foo

+oo
= [ Indeterminacion — | =
+oo

=lim =lim =i
X—*Foo )ﬁ_i X—*oo - X—>Foo
XX X
X+ 2x—2
n=lim [fx) — mx] = lim [—X—x -
X— oo X—*oo XZ—X
3x—2 .., oo
=lim = | Indeterminacion — | =
xoreo | X — 1 +oo
x_2 _Zi[
X 3
=i X =lim =—=3
X—Foo i_l X—>Foo 1— 1
X X X

Por lo tanto, la grafica de f(x) posee una asintota oblicua
por ambos lados cuya ecuacién es y = x + 3. Al tener
esta asintota oblicua, no puede tener ninguna asintota
horizontal.

Las dos primeras derivadas de la funcién f(x) son, debi-
damente simplificadas:
_ x(x—2) 2

P = MW=y

Donde se anule la primera derivada podrén encontrarse
los extremos de la funcion:
x(x —2
fx)=0& ( 2)=0<:)x(x—2)=0 (:){
x=1)

La segunda derivada evaluada en estos puntos es:

x; =0
X, =2

2 2
f =0)=——=—1<0, f)=(=2)=T=2>0

Luego x; = 0 corresponde a un maximo relativo cuyo
valor es f(x, = 0) = 2,y x, = 2 a un minimo relativo cuyo
valor es f(x, = 2) = 6. Por otro lado, debido al comporta-
miento asintotico de la funcidén en *oo y en x =1, estos
extremos no pueden ser absolutos. En conclusion, la
funcion f(x) posee un méaximo relativo en el punto (0, 2)
y un minimo relativo en el punto (2, 6); y serd creciente
en (—oo,0) U (2, +o0) y decreciente en (0, 1) U (1, 2).
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Dada la funcién f(x) = x cos (/2 x), demuestra que
«a € (1,2) existe tal que f(a) = —2. Menciona los resul-
tados teodricos que utilices.

Como producto y composicion de funciones continuas
m
y derivables en todo R, la funcién f(x) = x cos (3 x) es,

asimismo, continua y derivable en todo R;y, en particu-
lar, lo serd en el intervalo cerrado [1, 2].

Segun el teorema del valor intermedio de Lagrange, si
una funcién f(x) es continua en el intervalo cerrado [g, b]
y derivable en el intervalo abierto (g, b), entonces existe,
por lo menos, un punto a € (q, b) tal que:

f(b) — fla)

Flo) = b—a

N

w

N

-
—~—

N
| —

w

n
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Apliquemos este teorema a la funcion f(x) en el intervalo
[1,2].Dado que f(1) = 0y f(2) = —2, tenemos:
f2)—f1) —-2—-0
2—1 1

-2

Por lo tanto, podemos asegurar que existe, por lo menos,
un punto a € (1, 2) en el cual la derivada de la funcién
vale —2, es decir, donde se cumple que f(a) = —2 (en la
gréfica se aprecia que, en este caso concreto, existen dos
de ellos).

Halla los puntos en que se cortan las funciones
f(x) = x* = 3x y g(x) = 2x* y calcula el 4rea de la regién
del plano encerrada entre sus graficas.

La funcién cubica f(x) = x> — 3x posee simetria impar;
corta a los ejes de coordenadas en los puntos { —V 3, O),
(0,0) y <+ 3, O);y tiene un maximo relativo en el punto
(1, —2) y un minimo relativo en el punto (—1, 2). Por otro
lado, la funcién g(x) = 2x*es una parabola abierta hacia
arriba con simetria par (o sea, simétrica con respecto al
eje OY) que corta a los ejes de coordenadas en el origen,
es decir, en el punto , el cual es, a la vez, vértice de la
parabola y minimo absoluto de la funcién. Como funcio-
nes polindmicas, ambas estan definidas y son continuas
en todo R. Calculemos los puntos de corte entre estas
funciones:

fix)=g) =X —3x=2"

x; = —1
oxX—-2-3=0=ox(—2x—3)=0={x,=0
X; = +3

Con toda esta informacién podemos esbozar las gréficas
de las dos funciones, asi como los recintos por ellas deli-
mitados.

Q“Y
gy =2¢ | |
\
\ 5
\ 2 |
\ 3 [l
5 |
: |
\ 0 L
\ 5 L
\ . I
\ . / Il
\| a1 A
fx)—x3f3x/\\A\l;2 A,
[ NLL
4o \ 4 5 | X
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Como ambas funciones son continuas en todo R, lo son
en el intervalo [—1, 3], por lo que podemos calcular el
area comprendida entre sus graficas mediante integra-
les definidas y la regla de Barrow. En el intervalo la fun-
cién f(x) es mayor que la funcion g(x), pues la gréfica de
aquella queda por encima de la de esta. Por el contrario,
en el intervalo (0, 3) es la gréfica de g(x) la que esta por
encima de la de f(x), luego aqui g(x) es mayor que f(x).
Las areas, A, y A,, de los dos recintos se calculan asi:

X 0
A = f [fix) — g(x)1dx = f (0 —2x* — 3x)dx =

Xy =1
1 2 3,0 1 2 3 7
—lox— =] —o—[—+2-2)=Lu
4 3 2 |- 4 3 2 12

X, 3
A= J [g(x) — fx)ldx = J(—x3 +2x* + 3x)dx =
0

X2

1 2.,,.3,P 81 54 27
= X'+ =X+ | =X+ T+ | -0=
47 37 27 o 4 32
135
12

Por ultimo, el area total, A, comprendida entre las gréfi-
cas de ambas funciones es:
7 135 142 71

A=A+A=—+—=—+=—u
2 12 12 6

Halla la integral indefinida: sz sen(2x)dx

Esta integral se puede obtener aplicando de forma reite-
rada el método de integracién por partes:

sz -sen (2x)dx =
[ I |

u dv

:XZ.{_l cos (2 )} _J[—l cos (2x)}2xdx=
L2 | L2 ] [

v v du

- —1—x2cos (2x) + Jx- cos (2x)dx =
2 [

u dv

= —lxzcos (2Xx) +x- [l sen (2X)} - J[l sen (2")}”":
2 u 12 | 12 )

u v v dv

1, 1 1 B
= _EX cos (2x) +Exsen (2x) —Efsen (2x)dx =
1 1 111
= ——x*cos 2x) + — xsen (2x) — —| —cos (2x) | + C=
2 2 212
1 1
= 5 {—xz cos (2x) + x sen (2x) + 5 cos (2X)} +C=
1

L [(l — x2> cos (2x) + x sen (2X)] +C
2[\2
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Dada la funcién f(x) = (1 — x*) cos (1x), demuestra que Dado que:
existe a € (1, 2) tal que f’(x) = —2. Menciona los resul- cos (2x) — 1 H
tados tedricos que utilices. im—————= [Indeterminacic’)n —} =
x>0 sen (X% 0
Como suma, producto y composicion de funciones con- [cos (2x) — 1T —2sen (2x)
tinuas y derivables en todo R, la funcién f(x) = (1 — x°) =lm——S—=lm—=—-=
cos (mX) es, asimismo, continua y derivable en todo R;y, 0 [sen ()] , 20 2xcos ()
en particular, lo serd en el intervalo cerrado [1, 2]. Su _ {Indeterminacic’)n 2}””: lim [—2sen (201" _
derivada, f(x) = w(x* — 1) sen (mx) — 2xcos (mx), es, por el -0 [2x cos ()]’
mismo motivo, también una funcién continua en todo _ —4 cos (2x) —4
y, en concreto, en el intervalo cerrado [1, 2]. = L'LT(] 2¢0s () — 4% sen () -, T
8 ty | entonces: 1 :
’ lim [cos (21 = o™ Theni) — g2 = lz
6 x—0 e
5 ii) ™
4 1—tg (3 x)
/\3 X|Lr1T)2 In (4x%)
/1N A\

olz)]

L'H
0 \ X = [Indeterminaci()n —} =lim ——————"— =
SN/ 0] w2 [In@A)
NRY - }
4 S (1x>
: L2l TR
\/ =lim, e =
Z fx) = m(x* — 1) sen (mx)— 2cos (mx) - il ~
° )
——|1+tg" | —x
Segun el teorema de los valores intermedios, si una fun- =lim = 2 =
cién f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] y k o2 2
estd comprendido entre el maximo y el minimo de la X
funcién en dicho intervalo, entonces existe al menos un =~ Iim x[1 +tg? (Exﬂ =
punto a € [a, b] tal que f(x) = k. 4 xn2 2
Apliquemos este teorema a la funcion derivada, f'(x), en __T [l (1 + 1)] __m
el intervalo [1, 2]. Como /(1) = 2 y f(2) = —4, podemos 412 4

asegurar que f’(x) toma en este intervalo todos los valo-
res comprendidos entre 2 y —4. Por consiguiente, ha de
existir por lo menos un punto a € (1,2) cuya imagen sea
—2, es decir,donde se cumpla f(a) = —2.

Halla los puntos en que se cortan las funciones
fix) = x (x+ 2) y g(x) = x* y calcula el area de la regién
del plano encerrada entre sus graficas.

La funcidn fix) =x(x+2)=x*>+2x es una paréabola

Halla los siguiente limites: abierta hacia arriba que corta a los ejes de coordenadas
o 1 en los puntos (—2,0) y (0, 0), y cuyo vértice y minimo

i) !('L‘g (cos(2x))sen ) absoluto esté en el punto (—1, —1). Por otro lado, la fun-

. cién g(x) = x* posee simetria impar y corta a los ejes de

1—tg (—x) coordenadas en el punto (0, 0); carece de extremos y tie-

2 ne un punto de inflexién en el origen de coordenadas.

i) lim ———
x=1/2 In (4x%) Como funciones polinédmicas, ambas estan definidas y
son continuas en todo R. Calculemos los puntos de cor-

Para encontrar los limites solicitados, resolveremos las )
te entre estas funciones:

indeterminaciones que vayan surgiendo en cada caso:
1 f)=g)eoxX+x=xoxX-—xX-2x=0s

i) Tenemos que Iin(w) [cos (2x)]sent) = X, = —

oxX¥—x—2)=0={x,=0

. 1
legg [cos (2)()71]?({) = 2
3=

= [Indeterminacion 1°] =e
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Con esta informacidon podemos ya esbozar las graficas Se considera, en el primer cuadrante, la region R del

de las dos funciones, asi como los recintos por ellas deli-
mitados.

Como ambas funciones son continuas en todo R, lo son
en el intervalo [—1, 2], por lo que podemos calcular el
area comprendida entre sus graficas mediante integra-
les definidas y la regla de Barrow. En el intervalo (—1, 0)
la funcion g(x) es mayor que la funcién f(x), pues la grafi-
ca de aquella queda por encima de la de esta. Por el
contrario, en el intervalo (0, 2) es la gréfica de f(x) la que
estd por encima de la de g(x), luego aqui f(x) es mayor
que g(x). Asi pues, las areas, A, y A,, de los dos recintos se
calculan de la siguiente manera:

/‘\1=J2[9(X)—f()dx—Jx3 x> — 2x)dx

[ teef <o +__1):%u2

4
Xy 2
Az=f[f(X) ()]dx—f( X+ X+ 2x)dx =

LIS g Bia) 08
—[—Zx+3x3+x2]o—(,4’+3+,4’) 0=7u

Finalmente, el area total, A, comprendida entre las grafi-
cas de ambas funciones es:

A=A1+A2=%+§=%u2
Q“Y
fix) = x* |+ 2x -
\ 7
\
\ 6 /
\ /|
5 I
|
\ 4 i
\ [
T
\ Ny
\ /A/
\ ay
-4 | =3 | - —141/ 4 | X
gix) =|x’ 1'

© Oxford University Press Espaiia, S. A.

plano limitada por: el eje X, el eje Ylarectax=2yla

1
4+

a) Calcular razonadamente el area de la regién R.

curvay=

b) Encontrar el valor de « para que la recta x = « divida
la regién R en dos partes A (izquierda) y B (derecha)
tales que el area de A sea el doble que la de B.

a) Y“x:O X=2

3
=4

fix) =

Dado que el denominador de funcién racional poli-
noémica:

1

4+x

no se anula para ningun valor real de la variable
independiente, f(x) se halla definida y es continua en
todo R. Por dicha razén, la grafica f(x) no puede tener
asintotas verticales, aunque si tiene una asintota
horizontal de ecuaciéon y =0 (eje OX). Esta funcion
corta al eje OY en el punto (0, 1/4), carece de puntos
de corte con el eje OX'y es estrictamente positiva en
todo R. Puede comprobarse, ademas, que f(x) alcan-
za su maximo absoluto en el punto (0, 1/4). Con esta
informaciéon podemos esbozar la gréfica de la fun-
cion f(x) en el intervalo [0, 2]. Como, ademas, f(x) es
continua en todo R, lo es, en particular, en el interva-
lo [0, 2]. Asi pues, segun la regla de Barrow, el drea, S,
de la regidn, R, delimitada por la funcion f(x), el eje
OX; el eje OY (es decir, x; = 0) y la recta x, = 2 sera:

X. 2
2 1
S—L f(x)dx—J0 4+x2dx

Calcularemos primero la integral indefinida, que es
de tipo arco tangente, mediante una sencilla mani-
pulacién y un cambio de variable:

fix) =
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=t

X
2
1
dez dt © dx = 2dt

1 1 1 1 X
2f1 n tzdx ) arctg(t) + C ) arctg(z) C

Por lo tanto, el area solicitada es:

2 2
S= dez larctg X =
b, 4+ X 2 2/

1 1 1 0) = It ©n ,

—zarctg( ) 2arctg( )—2 28 u

b) Silarecta x=a,con 0=«a=2,divide la regiéon R en
dos partes, A (a la izquierda) y B (a la derecha), tales
que el area, S, de la primera es el doble que el area,
Sg de la segunda, entonces:

Y&x=0 x= 2
B = ——
W3 T
T Y
X=F o
,2
L1
A B ~
y=0
(0] X
S,=2S;

2 2
L4+x2dx:2£ P

ol Apeed)]

—1—arct © ——1—arct (0) = arctg(1) — arct Rl =
p Aty ) Ty 9 92

3 6% ™ % ™
S —arctgl - |=—oarcgl - | =— ¢
S ores( 5 ) = o art 5 )=

a o a 3 2V3
o=l |oT="FT9a=—
2 (6) 2 3 3

Por lo tanto, la recta x = 2\/5/3 divide la regién en
dos partes, Ay B, tales que S, = 2S;.

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Se considera la funcién real f(x) = x* — 4. Obtener, expli-

cando el proceso de célculo:
a) La gréfica de la curva y = f(x).

b) Los valores de x para los que esta definida la funcién
real g(x) = In f(x).

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
la funcién g(x), razonando si tiene, o no, maximo
absoluto.

a) La funcién polinémica f(x) = x* — 4 esta definida en
toda la recta real, es continua en todo su dominio y
su grafica no tiene ningun tipo de asintotas. Se trata
de una pardbola abierta hacia arriba, pues el coefi-
ciente del término cuadratico es positivo, y presenta
simetria respecto del eje OY (es simétrica par), ya que
fix) = f(—x). Sus puntos de corte con los ejes de coor-
denadas son:

EeOX:fx) =0 X -4=0x=12&
©(=2,0),(+2,0)
Eje OY:f(0)=0°— 4= —4 < (0, —4)
El vértice y minimo absoluto de esta parabola coinci-
de con su punto de corte con el eje OY, dado que:
fx)=02x=0x=0, f(0)=2>0

Por lo tanto, f(x) es decreciente en (—eo, 0) y creciente
en (0, +o0).

Carece de puntos de inflexion, pues f”=2 # 0, por lo
que siempre es abierta hacia arriba, como ya sabiamos
desde el principio.

Con toda esta informacion, podemos esbozar la
gréfica de la funcioén f(x).

Ay

IS

w
—
—~—
—

\
\
\
\

N

w

b

min.

b) La funcién logaritmica g(x) =In f(x) = In (x* — 4) solo
estara definida para aquellos valores de la variable
independiente, x, que hagan que el argumento del
logaritmo sea estrictamente positivo. Dado que:
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)

X¥—4>0xX+2Qx—2)>0
S XE (—oo, =2) U (+2, +)

entonces:
Dom g(x) = (—oo, =2) U (+2, +e0) =R — [-2, +2]

En otras palabras, la funcion logaritmica g(x) solo
esta definida en la parte positiva de las ramas de la
parabola f(x).

Como:

2x
g’(x)=X2_4=0<:>2x:0<:>x=0

comprobamos que la primera derivada de g(x) se
anula en un punto que no pertenece a su dominio
de definicién. Por consiguiente, esta funcidn carece
de extremos relativos. Con el fin de examinar su
comportamiento evaluaremos g’(x) en un par de
puntos cualesquiera, uno situado antes de —2 y otro
después de +2:

6 6
flx==3)= =<0, flx=+3)=+_>0

En conclusion, la funcién g(x) es decreciente en
la semirrecta (—e, —2) y creciente en la semirrecta
(+2, +o0).

Ademas, las rectas x = =2 son asintotas verticales de
la grafica de g(x), puntos en los cuales esta funcién
tiende a —oo:

lim gx)=1lim In(*—4)=In0" = —oo

X——2" X—>—2"
lim gx)=1lim In(X*—4)=In0" = —oo
Xx——2% x——2%

Por otro lado, su limite en el infinito es:

lim g(x) =lim In (X —4) =In (+o0) = 4o

X—Foo X—*too
por lo cual la grafica de g(x) carece de asintotas hori-
zontales.

Tras este andlisis, podemos esbozar su grafica y ase-
gurar que la funcién g(x) no alcanza ningiin maximo
absoluto.

AV.(x = —2) Ay | AV.(x=2)

w

N

© Oxford University Press Espaia, S. A.

Una empresa decide lanzar una campana de propa-

ganda de uno de sus productos editando un texto que
ocupa 18 cm’® en hojas rectangulares impresas a una
cara, con margenes superior e inferior de 2 cm y late-
rales de 1 cm. Se pide calcular, razonadamente, las
dimensiones de la hoja para las que el consumo de
papel se minimo.

Denominemos x e y, respectivamente, el ancho de texto
y su extension a lo largo. Como es ldgico, tenemos que
x>0e y>0.La superficie que ocupa el texto es, enton-
ces x-y =18 cm’.Si a las dimensiones del texto anadi-
mos el tamano de los margenes, la hoja en la cual se
imprima el texto habra de tener un ancho de x + 2 y un
largo de y + 4, por lo cual su superficie, S, sera:

Sy)=Kx+2)-(y+4)=4x+2y+xy+8

2 2x 2 2

y Xy y y

2 2x 2 2
e

1 X 1

Dado que x-y=18e y = 18/x, la expresidon anterior
queda de la siguiente manera:

18 36
SX)=4x+2—+18+8=4x+—+26
X X

Esta funcion de una sola variable es la que debemos
optimizar. Sus extremos podran hallarse donde se anule
la primera derivada:

36
S’(x)=4—7=0<:>4X2=36<:>x2=9<:>x= +3
Naturalmente, la soluciéon negativa no es vdlida. La

segunda derivada:
72
S =—
X
en el punto x = 3 es positiva, asi que podemos asegurar
que se trata, en efecto, de un minimo.

En conclusion, las dimensiones del texto serdn de x =3 cm
e y=6cm,con lo cual la hoja debera tener un ancho de
5 cmy un largo de 10 cm para que el consumo de papel
sea minimo.
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Una ventana tiene forma de trapecio rectangular. La
base menor mide 20 cm y el lado oblicuo mide 40 cm.
Hallar, razonadamente, el angulo o que debe formar el
lado oblicuo con la base mayor para que el area de la
ventana sea maxima. Calcular esta drea maxima.

El drea, A de un trapecio rectangular es:
_a+b

A h
2

b=20cm
>
I
> A 3
S 5
=
x

X
40 cos x b=20cm
I

a= 20+ 40cos x

expresion en la cual a y b son, respectivamente, su base
mayor y su base menor,y h es su altura. Segun los datos
del problema, las dimensiones, en cm, de la ventana
trapezoidal son:

a=20+40cosx,b=20,h=40senx
donde x es el angulo formado por el lado oblicuo, de 40 cm,
y la base mayor. Légicamente, 0 < x < /2.
Teniendo todo esto en cuenta, el area, A(x), de la ventana
sera:
(20 + 40 cos x) + 20

Alx) = > -40senx =

_ 40 +40 cos x

> -40 sen x=20(1 + cos x) - 40 sen x =

= 800(1 + cos x)sen x

La funcién A(x) serd maxima donde lo sea la funcién
f(x) = sen x(1 + cos x). Su primera derivada es:

f'(x) = cos x(1 + cos x) + sen x(—sen x) =
COs 2x
= C0s X + cos” x — sen” X = €os X + €os 2x
Veamos ahora dénde se anula esta primera derivada:

f(x) =0 <> cos x + cos 2x =0 < €oSs X = —COS 2X &

E&COSX=—CoS(M—2X) SX=TT—2X &
T
<:>3X='n’<:>x=?

La segunda derivada de f(x) es:

f’(x) = —sen x — 2 sen 2x = —(sen x + 2 sen 2x)

© Oxford University Press Espania, S. A.

que evaluada en x = m/3 es, claramente, negativa. Asi pues,
A(x) alcanza su maximo para un dngulo de x = /3 = 60°. El
area maxima de la ventana trapezoidal sera:

o3 k)

( 1)\@ 3 V3
=800( 1+ — | —=800=——=
2/ 2 2 2

=600V/3 ~ 1040 cm? = 0,104 m’
Dada la funcién f(t) = at + b (con a y b constantes reales),

x+1
se define F(x) = J f(t)dt. Se pide obtener razonada-
mente: !

x+1
a) Laintegral f f(t)dt
1

b) La expresion de la derivada F’(x) de la funcion F(x).

¢) La relacidn entre los valores a y b para la que se
verifica: F”(0) = 0.

a) Dado que la funcién polinémica:
fity=at+b(cona, b € R)

es continua en toda la recta real, también lo es, en
particular, en el intervalo [1,x + 1], V x € R. Asi pues,
segun la regla de Barrow la integral solicitada es:

X+ 1 X+ 1 X+ 1
f f(t)dt=f (at+b)dt={%t2+bt} =
_|a 2 _|a =
—[2(x+1) +b(x+1)} <2+b>

a a a
—5x2+323(+gbx+,b/—g—b/—5xz+(a+b)x

b) Segun el resultado obtenido en el apartado anterior,
tenemos:

F(x) =x f fidt = x(%x2 +(a+ b)x) =

%)(3 4@+ bx

Esta funcién polinédmica es derivable en todo R,y su
derivada es:

3
F(x) = 7‘7)(3 + 2(a + b)x

¢) Siderivamos de nuevo la expresién anterior:
F"(x) = 3ax + 2(a + b)

Si esta segunda derivada debe anularse en el punto
de abscisa , entonces:

F0)=2@a+b=0=a+b=0ca=—-b
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ffl Para cada numero real positivo «, se considera la fun-

cion g(x) = xX* + «. Se pide calcular razonadamente:

a) El area de la region del plano limitada por el eje X,
eleje Y, larectax= \/gy la curvay = g(x).

b) El valor « para el que la curva y = x* + « divide al
rectangulo de vértices (0, 0), (\/g, 0), (\/g, 6 +w),
(0,6 +a) en dos regiones de igual area.

a) La funcion polindmica g(x) = x>+ o« (con o= 0) esta
definida en toda la recta real y es continua en todo
su dominio. Se trata de una parabola abierta hacia
arriba, pues el coeficiente del término cuadratico es
positivo, y presenta simetria respecto del eje OY (es
simétrica par), ya que f(x) = f(—x). Como a =0, g(x)
no corta al eje OX, pues:

g =X+a=0oxX=—asxX=\V-a

que carece de soluciones reales. Ademas, dado que
X +a=aVx € R,esta funcién siempre es positiva.
Por otro lado, f(0) = «, por lo que el punto de corte
con el eje OY es (0, o). Este punto es su vértice y su
minimo relativo, ya que:

gx)=0=2x=0<x=0, g(0)=2>0

Con esta informacion, podemos esbozar la grafica de
la funcidén g(x) en el intervalo 0,\/% .

x=04Y x=v6[

Como g(x) es continua en todo R, lo es, en particular,
en dicho intervalo. Por lo tanto, segun la regla de
Barrow, el area, A, de la regidn del plano delimitada
por la funcion g(x), el eje OX, el eje OY (0 sea,x; =0) y
larectax,= \/56Z sera:

% Ve _
A=f gx)dx = f ¢+ )dx = [%xﬂ—ax]v =
x o

1 0

© Oxford University Press Espaia, S. A.

- (3 V8 +aVs) 0= T Ve ave-

=Q2+aV6u
b) El area, A, del rectangulo de vértices (0, 0), (\/g, 0),
(V6,6 + )y (0,6 +a),es:
Ay =b-h=V6(6+a)

Ay /g(x)= ¢ +
=0 X:W/g/
(0,6+0() (JE Al )
\ AN T

(0,0) (6.0 yT0

Si este rectangulo ha de ser dividido por la curva de
la funcién g(x) =x° + « en dos regiones de la misma
area, entonces el area calculada en el apartado ante-
rior debe ser la mitad del area del rectangulo. Asi
pues:

1 1
AZEAR<:>(2+0L)%=E(6+0L)3/%<:
S4+20=6+tasa =2

En conclusién, la curva de la funcién g(x) =x*+2
divide el rectdngulo en dos regiones de areas iguales.

2 Un movil se mueve con velocidad constante de 2 m/s,

en el primer cuadrante, sobre la recta x = 1, partiendo
del punto M = (1, 0) situado a 1 m del origen. Se pide
obtener razonadamente:

a) Las coordenadas del punto M(t) donde esta situa-
do el movil después de t segundos.

b) La funcion m(t) igual a la pendiente de la recta que
pasa por el punto O = (0, 0) y por el punto M(t).

¢) Laderivada de la funcion m(t).

a) El movil parte de una posicion inicial dada por el
punto M= (1, 0) my se mueve con una velocidad
constante de 2 m/s, en el primer cuadrante del plano

XY, sobre la recta, r, de ecuacién x = 1. El vector velo-
cidad, por lo tanto, es v = (0, 2) m/s. De este modo, el
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b)

)

punto M(t) = (x(t), y(t)) donde se sitta el mévil en un
tiempo cualquiera, t, pertenece a dicha recta. Si escri-
bimos las ecuaciones paramétricas de la recta r a
partir del punto M como punto de referencia, del
vector velocidad, v, como vector director de la mis-
ma, y del pardmetro tiempo, t, obtenemos las coor-
denadas del punto M(t):

{x(t)=1+0t {x=1m
&

y(t)=0+2t y(t)IZtm@M(t)=(1,2t) m

A
41 !

w

N

~

(vf)
M= (1,0)

(0] 1 1 )%

Por el propio significado fisico del problema, el para-
metro t es positivo, es decir, t =0. Por lo tanto, el
movil se desplaza, en realidad, sobre una semirrecta.

La funcion m(t), definida como la pendiente de la
recta que une el origen de coordenadas, O = (0, 0),
con el punto M(t) = (1, 2t), sera la tangente de dngulo,
a(t), que dicha recta subtiende con el eje OX en el
instante de tiempo t. Por consiguiente:

a0 2t _
X 1

La derivada de la funcion m(t) = 2t es, simplemente,
m'(t) = 2.

EE En un terreno con forma de semicirculo de radio \/50
metros, se dibuja un rectangulo que tiene dos vértices
sobre la semicircunferencia del perimetro del terreno.
Los otros dos vértices del rectangulo estan sobre el
segmento rectilineo de dicho perimetro y distan x
metros. Obtener razonadamente:

a)
b)

El area del rectangulo en funcién de x.

El valor de x para el que es maxima el area del
rectangulo.
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a) Tomemos un punto de abscisa, X, positiva para marcar

la mitad de la base, b, del rectdngulo inscrito en el
semicirculo de radio r ="\/50 m que queda por enci-
ma del eje OX. Con esta eleccién, tenemos que
0=x=50y b= 2x. Podemos hallar la altura, h, de
este rectangulo a partir de la ordenada, y, que la
ecuacién de la circunferencia, x> +y>=1r% le hace
corresponder al punto de abscisa x:

X+y' =50 y=50—-x
Al igual que ocurria con la variable independiente, x,

aqui también 0 = x =50, ya que se trata de la semi-
circunferencia que esta por encima del eje OX.

Ay
8 -
+N5(
T 6 ™~ X =y =50
Xy
4
/ 5 [AkY) o 1\
b
-\50-6 | =4 | =2 | O y 4 +50 . X

b)

El drea, A, del rectangulo inscrito en el semicirculo es,
en definitiva:

A=b-h=2x-y=2x\/50—x

Expresemos el area del rectdngulo de la siguiente

manera:
Alx) = 2V/50x* — x*

Si A(x) es maxima, lo sera porque la funcién que figu-
ra en el radicando, f(x) = 50x*> — x*, también lo es.Vea-
mos donde se anula la primera derivada de f(x):

x=0

fix) = 100x—x3=04:>X(25—X2):0‘:’{x= *5

La solucién negativa no es valida y la solucion nula
se corresponde, como es ldgico, con un minimo de la
funcion area cuyo valor es cero.Veamos, pues, el signo
de la segunda derivada, f”(x) = 100 — 12x%, en el
punto de abscisa x = 5:

f’(x=15)=100 — 12-5*= —200
Por tanto, este punto se corresponde, con un maxi-
mo. En conclusién, el rectdngulo de maxima érea se

obtiene haciendo x =5 m:su base sera b=2x=10m,
su altura serd h=y=75m,y su area,A=50 m’.

Matematicas II
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